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RESUME

De nombreux auteurs ont étudié le vol des
oiseaux. Il ne semble pas cependant qu'on ait cher-
ché jusqu'a présent 2 optimiser le battement d'une
voilure, c'est-a-dire a établir la loi du mouvement
relatif d'une aile mobile pour remplir au prix
d'une dépense minimale d'énergie, les fonctions de
sustentation et de propulsion d'un corps pesant et
résistant, La présente étude donne une solution
compléte du probléme dans le cadre de certaines
hypothéses simplificatrices. La comparaison des
solutions trouvées avec le vol des oiseaux d'une

part, le vol mécanique d'autre part, est évoquée,

I - INTRODUCTION

Nous considérons un corps pesant, que nous
nommerons fuselage, de masse M,que nous nous propo-
sons de faire voler horizontalement 2 vitesse V, ,
3 altitude donnée, M regoit de l'air une résis-
tance que nous notons KFV$1. Nous cherchons a as-
surer simultanément sa sustentation et sa propul-
sion en provoquant un mouvement relatif cyclique
d'une aile symétrique par rapport au plan de vol,
susceptible de translation et de rotations respec-
tant cette symétrie., Nous cherchons & définir ce
mouvement relatif (ou "battement" de 1'aile) de
maniére a entretenir le mouvement du fuselage en
demandant au moteur, qui provoque le battement,
une énergie minimale.

II - EQUATIONS DU PROBLEME (Fig. 1/

Soient . et ar les composantes horizontale
et verticale du centre de masse du systéme complet,
x et 2 les coordonnées absolues d'un point ca-
ractéristique de 1'aile (ox horizontal, omz dirigé
suivant la verticale ascendante), V la vitesse aé-
rodynamique de ce méme point, &A la pente de la vi-

tesse V ., Nous exprimons les forces aérodynami-
ques sur la voilure & 1'aide des coefficients habi-
tuels mais nous posons pour abréger:

(4/2)p (5Cxx /M) = K
(4/3)6 (sca/ M) = Kz

Kx et Kz sont supposés indépendants de la
vitesse, mais dépendent d'un parametre A qui fixe
le point choisi sur la polaire. Bien que 1'on puis-
se traiter sans difficulté le cas d'une polaire
quelconque (& condition cependant qu'elle soit sy-
métrique) nous adopterons pour simplifier une po-
laire parabolique et nous écrirons:

= 2K )

Kx = K (242%) , x,
taﬁ

K est le coefficient de trainée de l'aile a por-
tance nulle, 4 /tg £ sa finesse maximale. Celle-
ci est atteinte pour A=4 avec Ky = 2K, Kz =
2K/ e,

Figure 1

I1 nous arrivera, pour simplifier certains
calculs de supposer £ petit, Nous introduirons en-
fin 1'énergie M.E consommée par le moteur qui
assure le déplacement relatif de 1l'aile et du fu-
selage.

Les équations du mouvement s'écrivent :
x = Vecosd

V sin od

L.
"

E

= - kV? [(1 +AY) cosa + _%.?. si»no(]~ KFvo" (1)

(]

r KV‘[—(:\-\-/\")sino{ + .%% cosa(]— 9

E = K.V, + KV2 (1+4A%)

Ces équations définissent un domaine de ma-

noeuvrabilité dans 1l'espace des variables d'état

x ,y ,Mm,wv ,E , dans lequel les paramdtresV,
4 et A (auxquels nous n'imposons aucune condi-
tion de continuité) jouent le rdle de commandes.
Les équations du mouvement étant indépendantes de
1'état, le mouvement optimal fera appel 2 un point
fixe de la frontiére du domaine, celui-ci ayant
cependant subi une opération de convexisation.
Celle-ci revient & choisir pendant des instants
successifs (en principe infiniment petits) b, et

bty deux jeux de paramdtres (oy, Vy,A,), (a,,
Vy ,A,). Clest en ceci que consistera le battement
de la voilure dont nous savons, a priori, qu'il
comportera deux translations uniformes successives,
séparées par des discontinuités.

Pour que les jeux de valeurs précédents
soient admissibles comme solutions du probléme, il
faut respecter certaines conditions. Formons le
Hamiltonien H en introduisant les composantes du
vecteur adjoint habituel p_, P, pus P> Pg (ROUS
poserons o_ - 4 ).



On a, en abandonnant des termes constants : qui, comparée 2 (8), donne :

H_-oPc Vcosad 4+ P2 Vsing H - V (d.-t-/\z) (lo)
K K K k
- Vv, J(aeAD) cosa 4+ 22 sima (2)
Fu. ( ) * tq€ na ] III - RESOLUTION DES EQUATIONS D'OPTIMALITE
. ) .
+ Py v, [‘ (’1""\1’) s+ —f—i& COSclJ + V3(4+f\ ) Les relations précédentes ne sont évidem-
3 ment pas les seules & imposer & nos six inconnues

(2 valeurs pour V , d , A plus, éventuelle-
ment, la valeur de K ), auxquelles s'ajoutent les

9H _ 3H _JdH o IH AH _3H _, inconnues auxiliaires Py, Py » Pu s Po - Mais

On doit avoir :

aVy  day aAi - vy  da, a(\z ;;nsgzecgmg;g:ligzrles‘ei.cploiter itmm.édiatement df
précisément ces inconnues au
et, en outre : xiliaires. Nous allons montrer qu'il existe une
H(V Py solution du systéme, caractérisée par les relations
(V> ) H (Ve As) suivantes entre les caractéristiques du battement :
Pour 1l'un et l'autre groupe, on aura donc : V.L = Vz, =V
14 OH _ Px cosa 4+ Pa sina - 2p V
—_— T - <P . _
K VK K i Ay = -4, =A>0
[(¢+A‘) cosa 4 24 sinol] + 2V 3
kg€ Por - (3) dy= d, - B
“(2+2Y) sin 4 4 22 coso(] +3V*(1+3%) .0
[ th ( )"' d L= "{a -+ )3
Autrement dit, les vitesses aérodynamiques
1. OH - _Px sing 4 3%_ cosd 4 p, V. sont les mémes pour les trajets aller et retour et
v dal K les portances sont opposées, Les deux derniéres re-
[(4+ MWosina _ 2N cos d] - P . (L) lations fixent seulement les notations. Nous conve-
e hd nons que A est positif, c'est-a-dire que nous af-
2 ,\ i fectons 1l'indice 1 au trajet pour lequel la portan-
[(4.+A Yeos ot 4 22 s 0‘] =0 ce est positive.
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Montrons que les équations précédentes peu-

i‘- —a%z . [A cos +_s_\_ri] vent &tre vérifiées dans ces conditions, pour un
A £ (5) choix convenable du vecteur adjoint,
£ [-Asna s e8] VA 2o Prenons :
e Px - P cosd, Pa . Psind,
2 2
La combinaison de (3) et de (5) fournit une KV kv
relation (6) que nous substituerons a (1) : Par - Q cos o, P - Q snd,
ve ve
2 K K
Px esa 4 Poosind - 2V [1-4?]
K S (6) P et @ étant de nouveaux paramétres :
. 2 2
[P“, cos &b + P 5"“") + Vv (3'A ) =0 (p“ Cos & + & sma() Q cos (ot - a(o)
KV‘
La comparaison des équations (2) et (3) Cette quantité prenant la m@me valeur pour
fournit pour le Hamiltonien maximisé 1'expression : A et oy, 1'égalité des valeurs H, et H, res-

sort de l'expression (8) de H
2H . P= vesa - Pavsna _V3(1+4?) ()

K K K Les équations (6), (4) et (5) s'écrivent dans
ou encore, en combinant avec (6) : ces conditions, par exemple pour d = o, :

H - v?(a-)° . 3 cos P-2(4-2)Q s p+3-2¥ = 0
T(.._V (2 /\)(p“_ cosol.\.vamol)_zv (3) e B ( ) B

P sin B-Q(44A) sn P - % QesP =

Ces formules épuisent les conditions d'opti-
malité dans le cas général. Mais nous aurons 2

considérer le cas ol la surface de voilure, au -2 cos P a4 & siep +4 -0
lieu d'2tre imposée, peut 8tre choisie pour con- tsf
tribuer & l'optimisation. Ces relations sont invariantes pour le chan-
. gement de 4 en -A et 3 en - B . Elles suffisent
Le C°eff1°1“mt'k étant Pl"_7‘P°1'ti0111'“‘31 a donc 2 exprimer l'optimalité des deux solutioms. Il
cette surface, on doit alors écrire : reste A éliminer entre elles P et @ , ce qui se
QU 0 fait sans difficulté et fournit une relation entre
3% - Bet A :
qui conduit 3 2 &€ A (Ara)sn2B + (/\z+3) cos 2 B
H . Px cosa 4 Pz sina (9) 3
Y] o < -\—3(/) —1) = O (”)
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Si la surface doit &tre optimisée, la compa-
tibilité entre 1'équation (8) et l'équation (10)
impose A =4 .

L'équation (11) se réduit alors 2 :
bjg (73 ZB+4 =0
d'ol
p= X, £
) L 2

IV - CONDITIONS SUPPLEMENTAIRES

Les caractéristiques du battement (définies
par V, A ,d, , B, et le rapport des temps £, et
ts ) doivent encore satisfaire aux conditions sui-
vantes :

- une condition de vitesse horizontale : Aprés un
cycle, 1'aile doit avoir suivi le mouvement moyen
du fuselage, d'ol :

Vicosa, b vcosa b, ] =V, (t,+t)  (12)

- une condition de vitesse verticale : L'aile doit

-

se retrouver & la méme hauteur

Sind, t, + sind, t, =0 (3
- une condition de propulsion :
2
(444 )[Cos o(1t1 + CoS o(ztz] + _l_/\_ .
tg&
[e ind, -t s'al] KeVo® (b, 4 e (i
,1Sx 4 4 Sin IR: __KLVI_ 4 J,)‘O )

- une condition de sustentation :

-(1+/\"‘)[Sin A, t, + Sin dztz] + 322 .
tg &

[Cosdib_l_COSo(af:a].— _..\;lv_é.(ti“'tz):o (’5)

L'équation (13) définit le rapport des temps

t, et t, . On y satisfait en prenant :

1
l:ﬁ:Sindz ti ==Sind,

Il est intéressant, d'autre part, d'intro-
duire 1'angle \p qui est une donnée fondamentale
du probléme par :

2
tg‘? - KeVa
3
Il définit 1'importance de la trainée de fu-
selage par rapport au poids de 1'appareil. L'angle
¢ sera généralement petit.

L'équation (12) s'écrit alors :

\4 Sindly — sind, (16)
Vo sin (dg-d,)

La condition de propulsion devient :

(142%) sin (dy-d,) 4 ..t_l-\sf\? sind, sind,

(%)

3(:3‘4’ Sind, -~ sind = O
+Tvz_(tnl nd, ) =

et la condition de sustentation :

22 sin (2,4 Ay) = 3 sind, - sind ) (18)
tgé' 1 2 KV*"( 2 1
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L'élimination de 3/Kv‘entre (17) et (18)
fournit :

LA sna, sind, + (4+A2) & sin (dy-4,)
+ Ztg(PA sin (di"o(;) -0
et, en introduisant o, et B :

2 cos 4P - LA cos 2y 4 tgE (2 4A%) &

sin IR +Ll:g(pA sin d,

ou enfin

cos (2, + @) = cosp[eos 2P+ byE };Tf\‘ sn 23] |(19)

La méme introduction de &, et B transforme
1'équation (18) en :

‘2_f)_ = _2_ sinfB

tg& KVY sindy

(20)

et 1l'équation (16) en :

Y s (21
Vo Cos )3

S8i la surface de voilure est imposée, on
peut traduire cette donnée par la valeur A, de A
qui assure la sustentation 2 la vitesse de vol V,
lorsque l'aile est fixe :

2 . 9

tg & T KV}
d'ol :
D _ snp  cs®P (22)
do siads cos¥do

Finalement, le probléme étant défini par

Y et Ay, les équations €11), (19) et (22) ser-
viront & définir les 3 inconnues A , oy et B .
Ceci fait, on pourra calculer par (21) la vitesse
V 2 partir de la vitesse de vol V, . Un calcul
purement cinématique portant sur les vitesses re-
latives horizontale et verticale de la pale fait
ressortir que la direction du mouvement relatif
(qui est un mouvement d'aller et retour) est per-
pendiculaire 2 la bissectrice des directions (ab-
solues) o, et o, . Le mouvement se fait suivant
l'angle &, (W /2).

V - ETUDE DU VOL A SURFACE DE VOILURE ADAPTEE

Nous avons vu que ce cas est caractérisé par

Azr4.
L'aile est utilisée au maximum de finesse.

Nous avons vu que l'équation (11) se traduit
alors par:

P= (23)

rl,:i

£
=
2

cos (2o + P) = ©

L'équation (19), dont le second membre s'an-
nule, domne :



(1)

Il est intéressant de calculer le rendement
du type de propulsion ainsi réalisé, c'est-a-dire
le rapport de la puissance qu'il faudrait appli-
quer au méme fuselage, portée par une aile fixe

optimisée & la puissance effectivement dépensée.

On a :
3 3 _E.L.p’l
9 - KeVo™ + 2KV, 1K,
KeVo? + 2kv3 Ke  , 2kv?
2K, 2K,V ?
On a, d'apres (20) :
2 _ 3 sin3
ke kvl sind
et
2 _ 3
b9 KoV

et d'autre part :

V_ . Cos do

Vo Cos B
Dol :
T &
kv B “ [T*T]
3 =
T S
4 2

D'autre part :

-89
th_

Ke.
K,
Tous calculs faits, on trouve :

0 - sin{@+£) cos €
(445 EY(SiN@ +5nE)

(25)

Pour les petites valeurs de P qui corres-
pondent aux cas usuels de déplacement aérien, le
battement de l'aile comprend un mouvement de des-
cente a pente négative (E-\»\F)/z en mouvement
absolu (la pente est la moitié de la pente de pla-
né optimal du planeur rigide). Cette phase du
mouvement fournit la sustentation, La remontée se
fait en un temps beaucoup plus court et suivant une
direction quasi verticale, Dans les axes 1iés au
fuselage, la remontée se fait comme la descente,
a2 peu prés 2 45%, mais le plan de l'aile est quasi

vertical, la vitesse relative pratiquement la vi-
tesse de vol, C'est cette phase du mouvement que
fournit la propulsion, (Fig. 2/

Sustentalion
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Fig. 2a - Vol 2 l'adaptation. Mouvement absolu.
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Fig. 2b - Vol a l'adaptation. Mouvement relatif.

En ce qui concerne le rendement propulsif,
la formule (25) développée au premier ordre fournit
la valeur :

1-£&

9=

On peut aussi envisager des cas ol P n'est
pas petit, soit parce que la trainée est effective~
ment forte par rapport au poids, soit parce que la
sustentation e€st partiellement assurée par une voi-
lure fixe s'ajoutant 2 l'aile mobile (cas auquel
nos équations s'appliquent 2 condition d'adopter
une valeur réduite pour q ). Au fur et 2 mesure
que P augmente, 1'écart B entre les directions
o4 et Ay reste toujours égal a W/2. Mais la di-
rection moyenne o, diminue pour se rapprocher de
1'axe. Les battements tendent & se symétriser, Les
durées de trajet aller et retour & s'égaliser. A la
limite, le cas Y=0 est celui ol il n'y a plus de
portance 2 assurer, L'aile battante n'assure plus
qu'un rdole de propulsion., Sa théorie est celle de
la godille, elle-m@me tr2s voisine de celle de
1'hélice réduite 2 son profil moyen. Les battements
de 1'aile sont voisins de 45°[d = t[(ﬁ/h)*(&/z)]].
Le rendement par application de la formule (25) de-
vient :

cos? &
(4 +sin £)?

7:

soit pratiquement :
9 =4 -2¢&

L'écart du rendement & l'unité a donc doublé
progressivement lorsqu'il est passé de Y=0 a
?:TC/Z . Ce résultat établit une supériorité de
principe du vol a aile battante sur le vol clas-
sique dans lequel la fonction de sustentation est
assurée par une aile fixe et la fonction de propul-

sion par une hélice,
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En supposant 2 celle-ci le m@me rendement qu'a
la godille propulsive, ce qui est probablement un
optimum, on voit que le second systéme se caracté-
rise par une perte énergétique double, Mais l'aile
battante censée obtenir cette performance est un
systéme tout & fait irréaliste avec des inversions
de vitesse par percussion, des amplitudes de mou-
vements angulaires et des vitesses relatives énor-
mes, Elle ne constitue qu'une curiosité mécanique,

VI - L'OPTIMISATION HORS ADAPTATION

L'étude de l'optimisation hors adaptation
s'impose de deux points de vue différents. D'une
part on ne peut optimiser la surface de voilure
que pour une vitesse de vol particulidre. En dehors
de cette vitesse privilégiée, on aura a traiter un
probléme avec surface imposée, En second lieu, si
on se fixe une vitesse d'adaptation trop faible, il
peut arriver que la surface optimale soit trop
grande pour @tre acceptable. La fixation d'une di-
mension limite pour la voilure fait donc apparaitre
a basse vitesse l'intérét d'un optimisation hors
adaptation.

On peut avoir une idée approximative des
phénoménes en négligeant & et P considérés comme
petits, mais qu'il faudrait bien entendu réintro-
duire pour calculer des rendements.

L'équation (11) donne dans ces conditions ¢

cos &P :_M
Ar+3

Cette formule montre que varie de K/280
lorsque A varie de V3 & © en passant par W/4
pour A =4 . Au meme degré d'approximation, la
formule (19) donne d = B.

Les deux équations sont rigoureusement vé-
rifiées pour :

‘P:O 3 )3—.:.0{0.:.1(.) /\:'.‘;J_B-
2

Il s'agit encore d'un effet de godille, ap-
pliqué maintenant a la sustentation au point fixe,
On peut montrer que le méme systéme dans lequel les
temps de trajet sont dissymétrisés pour s'accorder
a une vitesse de translation V, reste pratique-
ment optimum tant que P est assez petit, Il cesse
d'étre possible quand la vitesse de translation
atteint la valeur V imposée par la sustentation
2 A=V3 | Mais c'est aussi la valeur pour laquel-
le 1'avion & voilure fixe de méme surface voit pas-
ser par un minimum la puissance consommée par la
sustentation (puissance correspondant 3 la trainée
de voilure). On arrive ainsi & la notion que, si
on considére la courbe de la puissance consommée
par la sustentation d'un avion 3 aile fixe, qui
passe par un minimum pour A = V3 et croit ensuite
trés vite pour des vitesses plus faibles, jusqu'a
ce que la sustentation devienne impossible, il est
possible de conserver la valeur minimale de la
puissance au dessous de la vitesse du minimum, en
gardant & la voilure cette vitesse et en lui fai~-
sant parcourir des trajets horizontaux alternés (Fig. 3
pour d'adapter 3 la vitesse plus faible du fuse-
lage. Alors, la parenté du systéme avec l'hélicop-
tére est d'ailleurs évidente.
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Figure 3

Si on parcourt toute la gamme des vitesses
concevables pour le mobile, on observera donc pour
le battement optimum un mouvement horizontal de la
pale dans le sens aller, suivi d'un retour dans une
direction d'abord proche de l'horizontale arriére
puis passant progressivement a la verticale. C'est
seulement pour les trés grandes vitesses (P voi-
sin de K/2) que l'on verra le battement se symé-

triser,

VII - CONCLUSION

Nous avons pu donner une théorie compléte du
battement optimum de l'aile, poussée jusqu'au bout
dans aucune restriction sur les valeurs des para-
métres dans le cas ot l'optimisation s'étend 2 la
surface de la voilure, Dans le cas ol cette sur-
face est imposée nous avons indiqué le sens des
phénomenes et apporté les bases d'une étude plus
compléte.

On est amené évidemment 2 se demander dans
quelle mesure la solution trouvée se rapproche ré-
ellement des formes de vol effectivement utilisées
par l'oiseau ou par 1'homme.

Quelques unes des caractéristiques que nous
avons trouvées pour le vol adapté a des valeurs
moyennes du parametre ‘P se rapprochent de celles
qui ont été observées pour les oiseaux : mouvement
de 1'aile descendant vers l'avant et remontant
vers l'arriére, remontée plus rapide que la des-
cente, En revanche, il semble peu probable que la
remontée soit propulsive et que l'aile y soit at-
taquée par l'extrados. Il est vrai que l'aile de
1'oiseau, avec ses articulations compliquées est
trés éloignée d'une aile rigide en translation.

En ce qui concerne le vol humain, la machine
existante se rapprochant le plus de l'avion 2 aile
battante est évidemment 1'hélicoptére et 1l'évolu~
tion générale de la loi du battement avec sa direc-
tion de mouvement relatif évoluant progressivement
de l'horizontale a la verticale, évoque le rotor
du convertible dont l'axe bascule en fonction de la
vitesse de vol,

L'analogie est particuli2rement valable pour
les deux positions extr@mes, ol une symétrie de
révolution rend tout indiquée la substitution dhwun
mouvement de rotation & un va-et-vient, Dans les
situations intermédiaires, la principale pénalisa-~
tion apportée par le rotor est d'imposer 1'égalité
des vitesses relatives de la pale avangante et de
la pale reculante, alors que l'optimisation appelle




1'égalité des vitesses absolues, La situation est
particulidrement grave pour le vol autour de la vi-
tesse d'adaptation, pour lequel le rapport des vi-
tesses relatives est de l'ordre de la finesse., Cette
situation, qui représente une configuration idéale
dans une large gamme de vitesse pour le mobile
idéal qui n'en craindrait pas les inconvénients
pratiques, représente pour 1'hélicoptiére une situa-
tion, avec 1l'axe du rotor & 45°, particulilrement
inconfortable et qu'il s'efforcera de franchir le
plus vite possible,

L'étude du vol a aile battante ne débouchera
vraisemblablement pas sur des applications directes.
Les avantages que le systéme peut théoriquement ap-
porter ne semblent pas & la mesure des conplications
qui, méme résolues, se traduiraient en supplément
de poids et de puissance de nature a les contreba-
lancer largement. Elle présente cependant l'intérat
d'établir des enveloppes de possibilités et de gui-
der peut &tre les efforts de perfectionnement de
systémes qui, comme le convertible, en représentent
probablement la meilleure approche.

Indiquons pour terminer que l'idée est sou-
vent évoquée que des propriétés aérodynamiques
beaucoup plus favorables de profils en régimes cy-
cliques apporteraient un argument en faveur de
1'aile battante. Il ne semble pas que de tels es-
poirs aient jusqu'a présent été confirmés par 1l'ex-
périence.

NOTE BIBLIOGRAPHIQUE

On trouvera une théorie de 1'hélice par é1é-
ment de pale par exemple dans Rebuffet - Aérodyna-
mique expérimentale (librairie Ch. Béranger) et

quelques observations déja anciennes sur le vol des
oiseaux dans H. Bouasse - Résistance des Fluides
(librairie Delagrave) 1928,

On peut également consulter L. Kahn - La pro-
pulsion animale dans les fluides ; possibilités

d'application au vol 3 vitesse variable (ATMA 1929)

qui donne, sans recherche d'optimisation, une ana-
lyse intéressante des possibilités du vol & aile
battante,
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