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Résumé

La théorie aérodynamique de la surface portante
lée, et il est montré que l'inversion de

) 1 intégrale qui lui est associée permet une
évalustion approchée de la fonction de Green du pro-
bléme, Il est dés lors possible de calculer la densi-
té spectrale croisée de pressior induite sur 1l'aile
par la composante verticale d'une turbulence isotro-—
pe de spectre connu, sans plus de difficulté que lors
des calculs usuels effectués i partir de 1'hypothése
simplificatrice d'une turbulence uniforme en envergu—
re, Un calcul de la fonction de transfert de "COLCORDE"
a la turbulence est effectué par les deux méthodes.

PRaSEUNL PILLD IKDUCED OF A LIFTHNG SURFACE
BY AlY ISCTRCPIC ATHOSPHIRIC TURBULELCE

The reader is rominded the lifting surface
eory and the integral equation wideh relates the
sressure field to the angle of attack of the wing.
'"he eolution of this integral equation is showm to
ive au approXimate Green funetion of the problem.
Ide provides a method for computing the cross power
spectrun of the pressure field induced by an isotro-
pic atmospheric turbulence, once the cross power
svectrun of the vertical component of turbulence is
given. The method is in no way more complicated than
the one which relies on the assumption of uniformity
of turbulence in span, As an example, the transfer
Tunction of COLCCADE to turbulence has been computed
by both techniques.
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Introduction

La turbulence atmosphérique rencontrée par les
avions comuerclaux a une importance de plus en plus
grande sur le comportement de leurs structures & la
fatigue et pose par ailleurs de sérieux problémes
de maniabilité et de confort. Cette évolution a es—
sentiellement pour origine 1'augmentation de la vi-
tesse de croisitre et de la capacité de transport, et
est particuliérement remarqusble pour les avions les
plus modernes, tels que le COLICORDE, le BOLIKG 747,
1'ATABUS, ... Du fait de l'augmentation de la vites-—
se, c'est la partie du spectre qui correspond aux
grandes longueurs d'onde, les plus riches en énergie,
qui est responsable de l'excitation de 1'avion, &n mé-
me temps, l'accrofssement des dimensions de la struc—
ture a les mlmes conséquences, puisqufil se traduit
par une diminution des fréquences propres de la Méca—
nique du Vol et des modes de flexibilité.

I1 est impératif, dans ces conditions, de pou-
voir calculer avec précision quelle sera la réponse
de l'avion & la turbulence atmosphérique, ou, plut8t,
quelles seront les caractéristiques statistiques de
sa réponse & wne turbulence de caractéristiques ste-
tistiques connues. Une telle prévision nécessite la
cornaissance d'un moddle de la turbulence et 1'éva-
lugtion de la fonction de transfert de 1'avion. La
théorie du transfert linéaire permet dés lors un cal-
cul aisé des propriétés Ge la réponse,

Aprés une longue période de thtonnement, un
accord paraft acquis sur un modéle représentatif de
la turbulence atmosphérique ; %a turbulence est
considérée, depuis H. Frees {1 comme un processus
localenient stationnaire et gaussien, c'est-a-dire
comae une succession de "pavés", dont chacun est
supposé stationnaire et gaussien, et qui ne diffé-
rent aue par leur écart type relatif. La densité
spectrale de puissance de chacun de ces "pavés" est
affine & une densité spectrale standard, dont 1'ex-—
périence permet d'assurer qu'elle est bien représen—
tée par le modele d? Ks , avec une échelle fonc-
tion de 1'altitude \2~3), Le processus d'excitation
est alors parfaitement déterminé d&s que l'on dispose
d'une distribution des écarts types locaux. Sur ce
dernier point, l'information acquise par 1l'analyse
des enregistrements V.G.H, sur avions de ligne est
encore insuffisante, et des divergences apparaissent
encore entre les distributions statistiques proposées
aux divers Bureaux d'études. Une collaboration inter—
nationale, établie dans le cadre de 1'A.G.A.ileDey
Goit remettre procnainement de l'ordre dans ce domaine.

e

Les calculs de fonctions de transfert se déve-
loppent depuis quelques anndes, en vue de béncficier
des avantages que présente une représentation conti-
nue de la turbulence, telle que celle que nous venons
d'exposer bridvement. lette apjroche est encore menée
par beaucoup de Constructeurs en paralliéle avec la
méthode plus aincienne qui consiste & évaluer la ré-
ponse de l'avion & des rafales icolées de forme stan-—
dard, dont on suppose connue la distribution stetis-
tique.

Les calculs de fonctions de transfert ont été
la plupart du temps effectués en supposant la tur-
bulence uniforme en envergure, clest-i-~dire en ad-
mettant que 1l'avion rencontrait, en tous les points
le long de l'aile, au méme instant, une méme conpo-~
sante verticale \W de perturbation. Un tel schéma
de calcul reste trés valable tant qu'on ne s'inté-
resse qu'aux réponses & basse fréouence, et pour des
conditions de vol pour lesquelles 1l'échelle de la
turbulence est trés grande par rapvort aux dimensions
transverses de l'avion. Les premigres comparaisons
entre fonctions de transfert calculées et mesurdéesen
vol ont. en effet montré un bon accord (Fig.1), dans
le domnine de la liécanicue du Vol ; par contre, dés
que 1l'on s'intéresse & la réponse de modes de fré-
quence relativement élevée, des désaccords irportants
epparaissent (Fig.Z). Par ailleurs, 1l'annlvse tn€ori-
que fait apparaitre une incchiérence artre le choix
d'un moddle de turbulence associé 1 :

2ce
isotrope (mod2le Yornan), et une néthode de caleul
qui considére que la turbulence n'est pas iscirone,

daen
U

Le seul remdde susceptible d'8tre ayiorté . cos
difficultés consiste & définir une méthode de cal-
cul du transtert en turbulence isotrope. 11 soro mon-

tré dans cette communication ou'une telle u'tiode,
fondée sur 1l'application de la théorie de la surface
portante, ne présente gudre plus de complication
que le schéma développé & partir d'une turbulence
uniforme. Les calculs ne nécessitent que la connais-
sance des coefficients d'influence aérodynamiques,
qui sont mis en mémoire lors des calculs de flotte-
ment.

Dans la premidre partie, le calcul formel du
transfert sera explicité en fonction de la densité
spectrale croisde de pression sur l'asile ; la secon-
de partie sera consacrée & un rappel de la thdorie
de la surface portente ; la troisidme partie traite-
ra du calcul du transfert en turbulence isotrcpe et
de la comparaison des calculs effectuds cuivant les
deux méthodes.
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I, Calcul formel du transfert

J.1. BEquations générales du mouvement

Utilisant la base des modes propres orthogonaux de la structure au sol (modes d'ensemble et modes de
déformation) on peut représenter le déplacement de tout point M de la structure par la série @

(1)

z{mt)=3] 9, ) ¢, (M)
k
Chaque mode est caractérisé par sa pulsation propre wk , Sa masse généralisde M ? sa raideur générali-
sée \skk s son amortissement réduit X " et sa forme propre ¢k(M) .
Lorsque la structure est en vol, les efforts aérodynamiques qu'elle subit sont dus & un champ de pres-
sion P(M,t) qui est la superposition du champ de pression P, (M, l’) induit par les ddplacements des
induit par la turbulence sur la structure figde
(2)

points de la cellule, et du champ de pression P, (M, H)
dans un vol uniforme & vitesse Vo « Son comportement est déerit par 1'équation matricielle d'ordre infini g
?

G JLG 1+ 2o o D G008 st - C 0] % [q,1 = (o, ]
oty Ak (M, ') représentant le champ de pression consécutif & un déplacement impulsionnel du mode k

.C b () et Q K {t) sont respectivement les forces généralisées

Chp 1) = [LAkw,mmM)dn,- Q1) =ﬂAPw(M t 4, (M) dn
Notant d'une manidre générale par ;(,(UU) la transformée de Fourier de X (f) , et transformant 1'é-
(3)

quation (2), on obtient g

U5y wlld) - [

ou [ B(UQ)] est la matrice d'éléments
-t - 2 . ~
By W)= oy, B, W 2ip W B wrE B -, (W)

-3



dont les coefficients aérodynamiques CkP(UO) sont évalués & 1'occasion de tout calcul de flottement.

-~
Notant par 7 (W) 1'inverse de la matrice conmue D (w) , on déduit de (3) s

EME [T (IQ] (4)
ou, sous forme temporelle ¢ . .
[‘h]:[Tkp(M* KR (5)

I.2: Méthode de‘ calcul du transfert

La réponse de l'avion & la tuﬂmlence est un processus aléatoire que 1l'on supposera, comme la turbu-—
lence elle-méme, localement stationnaire et gaussien. On effectuera tout dtabord, gréce 4 la formule (1 ), le
calcul de la corrélation R lM l’) de 1la réponse Z \ ™, l’) au point M . 1 vient :

ResMT) = Z & M, (M) g, (g (ET)= Z 4 104, (M)Rg, g, (1 (6)

ol qu 9p ('[;) est la corrélation croisée de c_oordonnées généralisées,

Partant de 1'équation (5), en explicitant la convolution, on peut alors éerire

q, (1) = Z/ *R) Qq F- °<)d°(,qPI-'rT; Z[ ps (P)Qs (F+T- p)d P

On en déduit que :

R m)=Z] [Th(hom\q)Tpsm)omkr-q)stw-mdqd@

U O

s oo

Soit, en introduisant la corrélation croisée R,,? ¥ (‘G) de force généralisée et en précisant les convolu~
n s

tions ¢

quqp )= 2 T FT) # Tpo (T) %.Rg, o, (T) (1)

;S

On remarque alors que, par définition 3

QJH=HPWK D) 4 ) dp
rB/f i, b T) 9, | W) dp

Rq 0« [ [ R oo B0 8 L) & () dp | ©

ou

Ro (0, T)= Rylp- 1) By (')t 47)

est la corrélation spatio~temporelle de pression induite par la turbulence.



Partant des équations (6), (7) et (8), on exprime finalement la corrélation de la réponse en fonction

de la corrélation spatio-temporelle de pression de 1'aile ¢

Ro. (Mh) = Z(Pk M) Gy (M) T 1-T) # T 10) % J”JR(,u,uI(j) 47(;1d/4d}1

kpm,s

Lprés transformation de Fourier, on en déduit la densité spectrale de puissance de la répohse du point M en

fonction de la densité spectrale croisée de pression sur la voilure ¢

Rzz\ Z 4)1( (M 4)? (M):fl:slw)ﬂAﬂAﬁP\ﬂw'lw) ‘#m U‘) (Ps [)4') d/AO{/M’ (9)

'P/"' s

L'équation (9) comprend les fonctions ¢k ( M) et Tis (uo) qui sont connues & l'occasion de tout calcul
de flottement ; elle détermine donc complétement la densité spectrale de puissance de la réponse en fonciion de

la densité spectrale croisée de pression sur 1l'aile.

Le développement de toute évaluation prévisionnelle implique donc le calcul de la densité spectrale
croisée de pression induite sur la voilure par la turbulence atmosphérique. Ainsi que nous l'avons déja signalé
dans 1'introduction, il a semblé pendant longtemps que ce calcul était plus simple si on considérait la turbu—
lence comme uniforme en envergure.

Nous allons, aprés un rappel de la théorie de la surface portante, montrer qu'on peut évaluer sans

v
plus de difficulté RP( }4/ /A', UO) dans le cas, plus représentatif, d'une turbulence isotrope.

II, Théorie de la "“surface portante"

ITl.1, Rappel de la méthode classigue

Y

; '
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Figure 3.
A
Dans 1o thiorie de la surface portante, il est ndécessaire de faire correspondre a4 1l'aile, por un chan-

]
zoment de variable appropride, le carré de cbtés (X =-1 3 X =+ ;¥ ==1 ;¥ =+ ) Nous noterons F

dans le plan transformé toute grandeur précédemment notée F  dans le plan physique. Dans ces conditions, 1'é-
gqu-tion intdégrale qui permet le calcul du champ de pression C',( X, Y, u)) induit par une distribution

périodique Q'\x/y, LA)) dtangle d'attaque sur l'aile s'éerit



1 +1

(x,y,w)=jL K

~17-1

& lxyEV,w)c gywd;dq (10)

~,
le noyau K (x,y; ;: n, w) a une expression fort complexe et présente un pdle d'ordre deux en

y- \7 qui impose une intégration en partie finie.

La méthode usuelle utilisée pour résoudre cette équation intégrale est la ndthode de coilocation, qui

la forme :

C'(x,y, w) A - X .
(x,Y, b(y)\ \1+x U {x,Y) (e}

Cette expression rend compte de la singularité de bord d'attaque et de ltannulation de le n»reszion
au bord ae fuite et sur les bords latéraux de l'aile. La fonction U [xl Y) s qui ne présente pas de sin ulari=

tés, peut elle-méme 8tre représentde par un développement limité d'ordre N de polynémes @
N
ulx,y) = kZ B, Py (%, Y) (12)
=1 .

On démontre alors sans difficulté que la résolution de 1'équation intégrale (10) se raméne & 1'inver—

sion de l'équation matricielle :

E#P]:[qu][@’q} (12)
la matrice ,__k Pq ] étant la matrice d'éléments :

: +1 44 bo‘I 1_ r)z. 1 _ § ~, )
Keq = b7 Trr KU Ye By w)fl5in) dE dy (13)
P IRSE!
et la colonne [0( P] ayant pour éléments

Xp = % kxP’YP) (‘o)
Ltéquation (12') peut &tre inversée sous la forme @
-1
@’P] = [k Pq] [O(QI = [GPq“qq]

et le champ de pression s'explicite par @

E‘ \x/\//w - b )V 1- 7 \J-—-—x f—epq&‘(xp [ \/PI (A.)) Pq (XI\/) (14)

11,2, Symétrisation de la méthode

DAT, DAROVSKY et DARRAS (4) ont montré qu'on améliorait la convergence de la méthode de la surface
portante si on projetait simultanément dans la méme base la distribution comnue d'angle d'attaque et la vartie
uniforme U ( X, \/) du champ de pression incomnu., En raison des difficultés particulidres & 1l'apulication
de cette théorie au calcul du chemp de pression induit par la turbulcnce, il semhble utile danz ce cac de
dévelovper la méthode symétrique.



On est ainsi amené & représenter ;(’(X,YI UL)) et U ( X,)() par les développements limités
~ N N
Xy w) = 2 NP XY) U y)= Z__; B.P. (xY) (15)
=1 =

Les polynbmes P { X ’ Y) sont pris de la forme :
B X Y) = F (x) H; (¥)

les polynbmes F ;et H; j étant orthonormés au sens des métriques respectives :

<F\x),glx)>=f\“;§ F(x)g(x)dx
< Y, YY) >- ]H\/ﬂ-\/‘ P (Y)Y dY

Reportant les expressions (15) dans 1'équation intégrale (10), on aboutit & 1'équation matricielle 2

SRRCHY (16)

La colonne [)\ ] est formée des éléments connus ¢

e ] ”VW\F

et la matrice [k ._l est la matrice d'éléments s
# +1 P 41 41

k”.kP= ” \f 1-y° 41+>)<< PP(X,Y)H (X,\//gv wwv— d?dqudy (17)

<1

(-x,Y) & (X,Y,w) dxdy

L'inversion de la reletion matricielle (16) fournit la colonne inconnue [{5?]

(6.1 [K”,,JT/\J < Lop]n)

Le probléme est alors résolu, et le c:hamp de pressmn s'explicite sous la forme ¢

1-X ’
C(xym b() -y [ 1+ X p kaxkﬁa(x'\/) (18)

L'intér8t de cette méthode symétrique réside dans le fait que les auteurs ont montré que la matrice [k kP]
avait une structure presque diagonale., La limitation au rang N du développement linité peut alors 8tre
juetifide, et 1l'erreur résultante sur la matrice inverse [ G Pk] peut 8tre apprécide. La convergence

des solutions est par ailleurs trés améliorée.




ITI. Champ de pression induit par une turbulence isotrope

IIT,1. Approche directe

La formule (14) donme, sous forme discrete, la résolution de 1'équation intégrale (10) de la théorie
de la surface portante. Elle correspond, dans le plan transformé, a4 l'existence d'une fonction d'influence
~
aérodynamique G (f4 f‘j U)) telle que 3

tt
C (X, 7. w) = j[ (x,¥ &9 W& (5,0, w) d§dy
I1 lui correspondra, dans le plan physique, la relation intégrale qui définit le champ de pression, soit @

P(M,w)=ﬂé(M,Iu;w)&(ﬂ/w)d/m.
A

et, par inversion de Fourier, la relation temporelle :

P(M,t) = /fAr-G ln,}al-x)q(/u,k -N) dhdp-

- oo

Dans le cas d'une excitation turbulente, l'angle d'attaque est égal & \Y/Vo et ¢

p (M,k):Q—O[L‘{:;:(M)ﬂ/‘)\)ww,F-)x)d)xd/bu

PAME+T) = 30 IL '

-0

(19)

M N)w i, b+ -N) dXd

On en déduit la corrélation spatio~temporelle de pression ¢
) r ' ! [ ' -
R, (M, M, T)= o [A[L‘G\MI)A,-'B)GG(M,}A,"B)®KW\/A,/\A,T))dﬂd/A (20)

et par transformation de Fourier, la densité spectrale croisée de pression :

aPlM,M’,U)% ?/01 [\“Aé (M MM, u))G(H }A w) (}Alu w) d}.qd}t (21)

Le problime est dés lors complétement résolu, du fait que la densité spectrale croisée de turbulence
se déduit, par une propriété trés simple de la transformée de Fourier, & partir de la densité spectrale di-
recte E)MJQCD) prise comme modéle, dans le cas ou la turbulence est isotrope et satisfait & 1'hypothése de

Taylor. On a alors en effet &

Rw \/L")‘,J) =Sy (\“Tr 3‘:\/;5')2+ F};'_:g'_Y‘)
et ¢

/u M W)= exP\ (wd=x )[5 ]%Vo‘ﬂ j&w“\;jl) \))ka\’w‘ﬂ) )cl\)] (22)

(o]

Cette méthode est bien une méthode qui permet de calculer directement le champ de pression induit
par une turbulence isotrope, & partir de l'approzimation que donne la néthode de collocation pour la fonction
dtinfluence aérodynamique. Les difficultéds qui peuvent subsister sont inhérentes & la méthode de collocation,
et sont susceptibles d'8tre amplifides du fait de la structure de l'équation‘(21).

G



IIT,2, Calcul par une éguation intégrale

L'équation intégrale (10), traduite dans le plan physigue aprds inversion de Fourier, s'éerit sous

la forme :
(1) = ” KM, 0 p Lot dhd
Al-o
De méme :
S (Mt B) = H[k[M',}A',X]P(}\’,r +T- x)dx'd/u'
Ao

On en déduit, dans le cas ol l'angle d'attaque est induit par la turbulence, la relation intégrale liant la

corrélation spatio-temporelle de turbulence & la corrélation spatio-temporelle de pression sur l'aile
Ru MM, T)= V. J”[klﬁ); -T) % k(u' M I,)*R (/u, )d}«d/«
A

et, aprés trensformation de Fourier :

R, MM w) =\ ﬂ”\?*[n,p,w) k WM, w) Ry Ly wl dp (25)
AA

Soit, en revenant au plan transformmé et en explicitant 2
14141 44
Ny , 2 v % Ve, Vv r, )
RW\X,Y,X',Y,UO)-'VO K [XIY, ;,V),w)k (X/Y,§l71w)Rp\§’Y)/ g‘v'w>d§d?d§d? (24)

=1-1.50,

~ )
Come R, est conmu par la formule (22), la résolution de cette équation intégrale permet théo~-
riquement le calcul de la densitdé spectrale croisde de pression sur la voilure. lalgré son aspect peu engegeant,
nous allons montrer qu'elle peut 8tre résolue sans plus de difficulté que 1'équation (10), du fait que son

noyau est factorisé.

Pour coumencer, on représente la densité spectrale croisde de puissance, qui est inconmue, sous la

forme :

R A5 00500 w)- M \]( )(1y®) _-il(__uké‘,r;,- 5,0 (25)

)1+ &




La fonction U(El?/' §” Y))

, qui ne comprend aucune singularité, sera dévelopnée & partir de la basc

de polynbmes utilisés dans la théorie de surface portante 3

U8 m; 5n)= 2 B, P B ) RISY)

(26)

On fera de méme vour la densité spectraie croisée de turbulence :

Ruw L0y, Y, @)« 5 has P (1) P (X

ct, reportant ces deux expressions dans 1'équation intdgrale (24), on obtient 1l'équation ma

PMETIENIEA

itricielle

qui, aprés inversion, résout le probléme, puisqu'elle exprime la mzirice inconnue [(3 kg] en fonction de

la matrice connue [ A r;] H

[ﬁu]’ [kes J[K ]

La metrice [ Kl?s]

de la surface portante ; elle est donc comnue déja & l'occasion des calculs de flottement, ILr

(MM W)

~,
est la =zatrice des projections de R w

Le probléme est donc complétement résolu, ot l'utilisation d'une

presque diagonales, assure une bomme converyonce de la

est la matrice qui intervenait dans la formile (

sur le hase des polynémes P, (M) et B {P1j

(28)

16) de 1= tndorie symétrique
ma.rice [xms]

sidthode symétrique, avec des

matrices [k Q;]

Jtaode. On obtirnt Jinslom

W) be iy

RPKX,Y',X,\/,' ),)bw)

) (1) ZG AGP OY)P L Y) ()

(1ex) (17X ) ks K

La seule comslication qui apparcisse par rappori & un calecul effectué en sunposant la curbulasncs

~
wniforme en enversure réside dans 1'explicitation de R

par la formule’ (22).

L'y )

IV. Conclusions

Des raisomnements trés généraux, fondés sur
le modéle spectral de Taylor, qui rend compte de mo-
déles particuliers tels que ceux de Dryden et de
Larman, permettent de préciser que la longuéur de co-
hérence transverse opparente de la turbulence, pour
un avion qui vole & une vitesse Vg, est de l'ordre
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I1 apparait dés lors que tout calcul en
turbulence uniforme perd son sens dés que l'on s'in—
tiresse aw: modes d= Jormation de la structure,
pien cu'il gerde en _déncral sa représentativité dans
le domzine de la wécanique du Vol.

La méthode que nous venons de décrire a
ét¢ programmée & 1'Oulicuailha, et nous donnons, &
titre d'exemple, la comparaison entre les deunsitds

—10~

spectrales de réponse de Clnlliva, calculdes &

Fach 0,4 et hach 0,8 (Fig. 4 et 53 par les néthodes
de la turbulence uniforme et de la turbulcnce isotro~
Pee

La différence est spectaculaire, en mircicu—
lier & Mach 0,4, et entrofne des erveurs de plus du
100 % sur l'appréciation des nomures caruct.ri Ll-ies

A et N de 1la réronse.

I1 epparzft donc nécessaire, lovs du caleoul
de la ré.onse d'un avion 2 la turbulsnce, dc
cette révonse en supposant la turbulence iczotrorc.
Le programme, ainsi que nous l'avons montré, ne iré-
sente guére de complication par rapport aux pro:ram—
mes utilisés jusau'ici.
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Figure 4

Avion Concorde M 10,4 Echelle de turbulence: 105 m.
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Figure 5.

Avion Concorde M:08 Echelle de lurbulence 200m.
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