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Obersicht


Das von Oswatitschneu entwickelteCharak-
teristikenverfahrenwird far die Berech-
nung von VerdichtungsstöBenbeschleunigter
und verzOgerterRotationskOrperineiner
isothermenAtmosphare,modifiziert.Man er-
halt expliziteFormelnfar die Knallwirkung
von beliebigenFlugkörpern,welche in Ent-
fernungengelten,die gra gegenaberder
Körperlangesind. Es zeigt sich, daB das
Abklingverhaltenvon Verdichtungsstaenum
so mehr von der Beschleunigungoder Verzö-
gerung abhangt,je graer die Entfernung
vom Flugkörperist und je naher die Flug-
geschwindigkeitan der Schallgeschwindig-
keit liegt./Daraberhinaus hangt die Knall-
starkerdt zunehmenderEntfernungvom Flug-
kOrper noch von der Atmospharenschichtung
ab. Der EinfluBder Atmospharenschichtung
wird far verschiedeneBahnneigungenin der
Ebene senkrechtunterhalbder Flugbahnund
zur Seite hin untersucht.Dieses Problem
ist bisher im allgemeinennur mit akusti-
schen Methodenbehandeltworden.

strrke in groBer Entfernungvom FlugkOrper
als auch far den Abstandzwischen und
Schwanzwelle.

II. Allgemeine Theorie


Das Charakteristikenverfahren


Bei der von Oswatitschin (5) dargestellten
Methode handelt es sich um eine Theorie
kleinerStörungenmit unabhEngigenVerEnder-
lichen,die auf charakteristischenFlachen
konstantBind. In dieserArbeit ist der Pa-
rameter dieser Störungendas Dickenverhalt-
nis.
Ortskoordinatenund Zeitkoordinaten

RiX04-X1 X • 2= Zo y*22 4/

(II.1)= tf 4 t.24


und Zustandsgraen

I. Einleitun,..

Das Problemder raumlichenStoBwellenaus-
breitungist zunachstnicht hinsichtlich
des Drucksprungesder StoBwelle,sondern
nur hinsichtlichihres geometrischenOrtes
theoretischbehandeltworden,weil hierfar
akustischeMethodengenagen,so von Prandtl
(1) schon im Jahre 1938. Nit der "Theorie
zweiterOrdnung"von van Dyke (2),(3),(4)
lut sich die StrOmungum RotationskOrper
berechnen,sie gilt jedoch nicht in groBen
Entfernungenvom KUrper und liefertkeine
Verdichtungsstae.Erst Whitham.(3)und
Oswatitsch(5) gelang es, Theorienzu ent-
wickeln,die sich auf Verdichtungsstae in
groBerEntfernungvom StOrzentrumin einer
homogenenAtmosphEreanwendenlassen.Nit
beiden Verfahrenzind bereitseinigePro-
bleme auf analytischemWeg gelOstworden,
so z.B. (6),(7),(8),(9),(10),(11),(12),(13),
(14),(15).Das Charakteristikenverfahren
von Oswatitschnach (5) hat Stuff in (16)
im Hinblickauf VerdichtungsstöBebeschleu-
nigter oder verzögerterRotationskörperin
einer homogenenAtmospharemodifiziert.

In der vorliegendenArbeit wird das nach
(16) modifizierteCharakteristikenverfahren
(5) benutzt,well in der isothermenAtmo-
sphareaufgrundder konstantenSchallge-
schwindigkeitdie Gleichungender charak-
teristischenFlachen formalmit denjenigen
der homogenenAtmosphareabereinstimmen.
Die Atmospharenschichtungmacht sich nur

(II.2)C Cf CA

I) =" 71-P4 4 " / 4.P4 •" /
werden nach dem StOrparameterentwickelt.
Die :oordinatet stelltdas Produktaus Zeit
und Ruheschallgeschwindigkeitco dar und ist
wie alle Koordinatendurch Divisionmit der
KOrperlEngeA! dimensionslosgemachtworden.
Die Geschwindigkeitenhingegensind mit der
Ruheschallgeschwindigkeitdimensionslosge-
macht worden. Die Koordinatenx0,z0,tobe-
schreibenden Charakteristikenraum,die Ko-
ordinatenx,z,t hingegenden physikalischen
Raum. Der Charakteristikenraumentspricht
der physikalischenBaum, wenn die Störkoor-
dinaten xi,zi,tiverschwinden.Diese Stör-
koordinatenwerden nach dem Verfahrenvon
Oswatitschermittelt.Im Charakteristiken-
raum breiten sich die StOrungenmit der
Schallgeschwindigkeitder ungestOrtenStrO-
mung aus. Die Charakteristikenund Bicharak-
teristikensind in diesem Raum im Falle der
homogenenund der isothermenAtmospharedes-
halb Geraden.Vorausgesetztwird, daB sich
die Neigungder charakteristischenFlachen
nicht aber ihre Lage im gestOrtenBaum nur
wenig von derjenigenim ungestOrtenunter-
scheidet.Anstattmit Charakteristikerkflachen
kann man wie in dieser Arbeit mit"sf,4-2la-
chen arbeiten,deren Schnittedie Bicharak-
teristikenergeben.Diese Flachenwerden im
folgendenauch als Bicharakteristikenflachen
bezeichnet.Es lassensich zunachstdie er-

fiberein Schweregliedin der Wellengleichungsten NEherungender Zustandsgraen und als-
bemerkbar,wie SchrOdinger(17)bereits dann aus der Integrationder Neigungsbedin-
1917 zeigte.Mit der angegebenen!7ethode gungen die St3rkoordinatenund mit diesen
erhaltman Formeln sowohl für die Knall- St:_;rkoordinatendas
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Der Deschleunigungsbeiwert hat im Falle
eTher 3eschleunigun7 einen rositiven und
in 7alle einer Verzgerung einen negativen
Wert.

Der dinensionslose Beschleunigungsbeiwert 3
errechnet sich aus

An den Verdichtungsst3Zen treten nur
.iinderungen in Normalenrichtung zur
front auf. 3eschrLnkt man sich auf die
Derechnung des Verdichtungsstones und
seiner unmittelbaren Ungebung, so genagt
es deshalb, in Normalenebenen zur Ston-
front zu rechnen.

Nach dem Charakteristikenverfahren von
Oswatitsch unterscheiden sich die Norma-
lenrichtungen auf die charakteristischen
Flachen im gest:irten und ungest3rten
Raum nur wenis voneinander.

Die VerdichtunzsstoLflliche liegt in physika-
lischen x,z,t-Raum in der i:Lhe derienigen 4? 
CharakteristikenflLche - sie sei im folzen-
den als "akUstische St3rfront" bezeichnet - M 4-1-804-X4
welche das 3t3rgebiet im Charakteristiken-
x9,z 01t 0-2aum begrenzt. Aufgrund der De-
ziehungen 1 und 2 kann man deshalb in Norma-
lenebenen zu der akustischen St3rfront rech- 4
nen. Zunachst wird nur die x0,zo-Ebene senk- (x0-xp) a-recht unter dem 7luck3rper betrachtet. Die
akustischen St3rfronten von Kopf- und der Nenner von (II.3) und danit der :ram-Schwanzwelle sind Einhallende von Machschen nungsradius verschwinden. Das Bild der aku-Kegeln, die mit ihrer Spitze auf die 3ahn stischenSt3rfront in Schnitten to= konst.der K3rperspitze zeigen. erscheint an dieser Stelle als Schnabel-
Die Spitze des rachkegels sei der Punkt (t r , spitze. Deide Seiten der Schnabelspitze ha-
xp) mit der dazuzeh3rigen 2lugnachzahl ro . ben eine gemeinsamc Tangente, die Rackkehr-
Dann laBt sich die akustische St3rfront rlach tangente. Sie ist gleichzeitig die Tangente
der mathematischen Theorie far die ?arametcr- des von Schallpunkt ausgehenden rachkesels.
darstellung einhallender 7l1chen beschrelben. Die Normalenebene zur akustischen StOrfront

a
(Xo- )(/2)271. - (tio- tp)= 0

(Oleichung des 7:achkegels)

(Xe -xp)frip- (0- ti,,)=0

1.1erbei ist

X =
P

(I1.3)

wird von der jeweiligen Tangente des rach-
kegels nit der einhallenden Flache und der
Achsc desselben T'achkegels aufgespannt. Der
Schnitt der Normalenebene mit den Bicharak-
teristikenfli:chen/U,Y = konst. lege die 31-
charakteristiken ia/ y = konst. fest. Da nur
in diesen Nornalenebenen gerechnet wird,
htngt das Problem nicht nehr von den drei
unabhLrp-igen Variablen/U/Y,,t, sondern von
den zwei unabhZngigen VariablenAy und dem
fUr die jeweilige Nornalenebene und den da-
zuF:eh3rigen rachkegel konstanten Parameter
to ab. Die Dicharakteristikenflachen =
Anst. werden so gewahlt, daB die Bicharak-
teristiken AL= konst. in der Normalenebene
einen rechten Winkel mit den 3icharakteri-
stiken y = konst. einschliellsen.

Bezeichnet man mit No die Koordinate auf der
Normalen, welche von der Spitze des jeweili-
gen Machkegels zailt, so erhtat man far die
urspranglichen Koordinaten (x 0, zo, to)

machste Reihenglied der Zustandsgr3nen
wechselweise berechnen. Aus der 7altung der
A4/OL-7lLchen im x,z,t-71aun ergel)en sich
mit der rfrlemschen 7orrel die 7erdichtungs-
st3e.

::edifizieru,L] des Charakteristikenver-
fahrens

In diesem '..lbernommenen Charakteristikenver-
fahren sell lediglich eine andere Wahl der
unabhLnsisenIerLnderlichen getroffen wer-
den. Damit wird erreicht, dan man anstatt
mit den drei 21tchen = konst. nur mit
den Flachen = konst. arbeitet. Zu diesem

Ziel fahren zwei Deziehungen.

8= y (11.6)

ist b die tatsLchliche dimensions-
bchaftete 3eschleunigung, ist die Lange

des D'lugk3rpers und co die Ruheschalle-
schwindigkeit.

Jeder rachkegel berahrt die Einhallende in
einer Geraden, die gleichzeitig in der Di-
charakteristikenflache y 0 liege.

In Schnitten to= konst. ergibt sich die
Neigung der L'inhallenden aus

(12. _ I
/11-1/7.71-7

und ihre ::rammung Kr aus

:an erkcnnt an (II.3), dal, far
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X0— p Ff - No

2o=
(II.10)

eo eo
Zs treten jetzt nur noch die beiden 1Coordi-
naten 110,to und der Parameter tp auf (Gl.
11.5).

sentialrichtuns zur ZtoBfront ist von hThe-
rer Ordnunr- dies ersibt sich aus
einer ThhlerabschLitzunsund auch aus Rech-
nunsen von Schneider (1)4).

Crund:leichun:en 

linterL: ser 7crausetzun3 kleiner StSrungen
lassen sicn die Crundsleichunsen verein-
fachen. !an erhlat dann.folgendes Gleichungs-
system.

3edingun7,der KontinuitLt

Die 3icharakteristikenebenen an der akusti-
schen Strfront der Kopfwelle fol7en aus

= (to ) 41„
(1-1.11)

.2y (4,—tp)—No

LI 'DR,7

xo yo
Erhaituns der 1;ellezunsssrS5e

4 DI;
Poax0

1 dP1
x 1)0dy0

_ 5_, P,
x/00 az, 4 sp,

(II.16)

DieZeit (to-to) zailt dabei von der Spitze
des Eacnkesels%

chSerdcksiti n n.:tma, dal:i einem .7-,esenüber
rder Luft unenden ::oordinatens,stemscreen-

net wird, 30 ernL an dltmie :Ieius-snsbedin-
-sun vsen aus der Arbeit on Oswatitsch (5)

indem man die xo-Koordinate
durch die :10-oordinate ersetzt.

-=f,c,Y) cicr.,27c1/zz 7,-
40

(II.12a)

(I1.12b)

Al/Y.4= (5).1e&- 74-

iierbei 13t mit (11.5)

=-/lip 74'8(t*ttp) (11.13)

unS mit (:=.1') ist

(II.14)

=1/10-ti2- tt- tpv 2— itimp,„2--.2 1

Die infolce der Verschiebunz derilorralen-
n mebee i z,est3rtengegendber dem ungest!:r-

ten Raum auftretende Stiirkoordinatein Tan-

7,rha1tunr.der :r.er-;ie

[3,4 OPo7
x a—t; 12

fo deo f2 (72;

mit der irundgleichung der statischen :lete-
orologie

-wpo49.0— coz

ist dabei die Erdbeschleuni=unr.


Es wird nun die flrlineC4,ein7efahrt

06 2.21
100 ciit
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16t Ja3 Verhdltnis der spezifischen
;:.rmentel :onstantom druc und konotanter

Volumen. Die Crate 06 ist damit ein sehr
kieiner :ert von der CraSenordnuns des
'f,uotientensus .:Srperlanseund H3he der
isothermen Atmosphtire.

In Analosie zu einer Arbeit von Schri3dinser
(17) wird foisender Ansatz semacht

LI = e tJfX fX
(11.20)

Zo 2520 A-

e 	 e'z1y ix /2


einsefdhrt. Po sei der Abstand des Aufpunk-
too von der %elle oder denke

(11.23)

Die Ableitunsen von :30nach xo, yo und zo
z ) stellen die Richtunsskosinus

der-77eTteRfrontdar.

sich nun zeisen, dad',folsender An-
sats das fleichunsssysten mit der erwansch-
ten OenauisLeit erfallt.

/1?
0

dnter VernachlLssisuns von Cliedern der
Crdnuns 0447owinnt man aus dem obisen fol-
sondes Clcichun7,s31,'3tem

dio— (0 d

= 2f 4.,,,
-12 az" (1 R.2) F20

fX == —
•2.g 9)(0

//,

3yoto .24 aye,°6(II.21)

a e: a2ooto al°
S.

z-x
0

2
d f

	

1y 3Yo

d_ ).e 06iql RF

	

171x 9,1'0 -2x
o x0

die iodinsuns der i:ontinuitlitersibt

_ 0
dar X 06 ;7

( fo .2J7 "f

eine Abkarzuns far den fol-
chden Au3druck sein soil

Illurbcl sind ebenfalls Olieder der Drdnuns
Ce und bei den mit oe multiplizierten

:chwercantellen noch zusdtzlich fdieder der
Ordnun!-;.Pht vernachlassist worden.

ie let:LtoreEinschrThkuns ist deshalb zu-
weil sich der mit pe, multiplizier-

to fchwereanteil erst in sro2er Entfernuns
vom YluskSrper bemerl:barmacht.

Formal entspricht damit die Ausbreituns
ciner i:uselwelleder von Schr3dinser in(17)
bchandelten ebenen

Jei einer kontinuierlichen Quellsenkenver-
toiluns auf der x0-Achse ersibt sich die
7urd:tionF zu

M/00

wubei

	

ad- yatod Xoyo F =
(11.25)

Das Gleichunsssystem stimmt nun formal voll-
kommen mit demjenisen von SchrSdin:-,er(17)
Therein. Dem rctardierten Fotential einer
isentropen Strdnuns entsprechend wird die
7unktion

( r 0 - 	 (II .22 )

164 4. fr•2 2 2


477/q4 - , f-x,f-t.v02'L 	 c/.

00 i(y-4)27,x,2*el

Die Punktion 7 hat also dieselbe Form wie
das rotardierte Totential einer isentropen
StrSnun-;,in ihr sind 1:eineSchwereanteile
vorhanden. Dlesc fchwereanteile tretcn 1m

="--Z



wesentlichen in der e-Potenz des Ansatzes
(II.20) auf. ie Frankl in (13) gezeigt hat,
ist die momentane QuellstLrke f gleich dem
Produkt aus Anstr3mgeschw1nd1gke1t c9M()

und der Ableitung der Querschnittsfldchen-
verteilung

5"Mides Plusk3rpers.

4 Ha-) sio,,r) (11.26) A.

(11.31)

ifffil (AVc("7,I (6)

Das VerhLltnis aus Drucksprung p-p0= pl
und dem lokalen Ruhedruck po foist aus

.zeam/
nit (II.10) und (II.11) findet man far
U1N an der Kopfwelle als erstes Glied einer
Entwicklung nach (11.28):

mit

- 11(4-Y4-yo4,1_1.4
(11.27)

(11.32)

	

_ e-Tiirfi -1TP465

	

14/ — P1;2

gF (1 1.33)
Verd1chtunr-sst3:,e


kis der Arbeit (6) von Oswatitsch lassen
sich die ben3tigten Gleichungen far ein-
dimensional instationLre St3Be tells direkt
abernehmen, tells einfach ableiten.

Der VerdichtungsstoB liegt far 0 zo bei
'dertenvon/Atund Y , welche der Dedingung

(11.28)

genagen.

Eit den Bicharakteristiken aus (II.11) und
unter der Bedingung (11.28) ergibt sich die
Deziehung

(11.29)

Glfs )G d
:litder entsprechenden Cleichung aus (6) er-
hnt man ferner unter der Bedingung (11.28)
die StoLnelgung der Kopfwelle.

Ihre Differentialgleichung lautet:

Der Winkel JP ist dabei die Neigung der
Flugbahn. jo wird von der Horizontalen nach
oben positiv gemessen. Der Winkel 9 cha-
rakterisiert die betrachtete Ebene. In der
Ebene senkrecht unterhalb der Flugbahn ist
9 = 0.

III. Ctonwellenan einer beschleu-
nir'tenParahclbogenspindel


Es sei lediglich Jas Verhalten der Kopfwel-
le einer beschleunigten Parabelbogenspin-
del ausfahrlich dargestellt. Alle anderen
Verd1chtungsst3Le an der Parabelbogenspin-
del lassen sich analoc;berechneu. Zwischen
K3rperspitze und der RUckkehrtangente

< 8,4< 00-12 (III.1)

dv
foist mit (11.25) und (11.28) die Funktion

_ (6 ,911,3 	
/4 1V-i- k7 '

a;i 1, _tat (II.30)

/Ws den Neigungsbedingungen (II.12) folgt
mit (11.28) und (11.29)

1477t4,_ixiti;07,442/4012I.2)
S
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e
0

/ I  1

WM,: sfAi/YR

/C.? — -717Y /YR74-c-1yt IV,01.

3 .2
C = frip


lie st7.;nein zro!'erLnt-
' :eyinnen. 2s ist

t If41 ":" Ae -23:—) •
/Do K, 7

/51(A) 1i ZA69 Ctiv

74c,
•

mit

3c er'aLltman aus der :'friemschen

(II.3:D)die Differential:lcichqn:

Tormci
(:II.9)

dy

/Cu) 

/Iv F:21(y)

die l'sunc;lautct

71

xi/567)47 (:II.:)

ie 'JertefUr y ,-,.cn1;n..102

<

1erJic:Itun:33t7:-e:lint-2rdor 7c:ck1ehr-
tinmente

eri:ennt,la-,die :-Itr]eschwindiciten
an der 3teilc der "dcehrtanunte

N.2-1=
/if/3

cinc inte2rable r1aritt aufweisen. In
unmittelbarer :1Lhe(.1.erRdcld..ehrtanL;entelie-
rert die 7or•ei f'irden Verdichtun:sstel.
kcine brauchbaren Er:ebnisso. 3 'ird Thor
die Zin:ularit7.tninnc: inte:ricrt, um don
Ieri:clitunzsster,in eincr::202.cnAbstand
hinter der 7.dcLI:ehrtan-;entezu bestimmen.

Yit den atbstitutionen
N 1)

Al?
aimyi

, /fp

Y-r)
hierbei ist '2115:0)!,42/1J-f"rf,e,-'ert .11:v
neutralen

ilet:',r1:cordinatein ;:urmale::rlehtunzzum
1crulehtunL;33tof,folL;t;Lit(II„J1) zu

• 1144-1-8,17 dA-

1.6504914An_Ymp

AR

• 21
7

cz/z

- 16;7P-Iy* 74If r2/Y;1

as Abklin,iverhaltender Yer„lie.,tanL3st32,0 
in mraer EntfernunE von .:'.;re


erl:ennt,da in ;.;ro.-Jen2ntrernun;:ennur
.Lschbicharal:teristischeFl!,:cnenaLlsder
n7ittelbaren =lc der neutral= die 7,tc-
':rcntcrrciLnicn.2iermit lassen 31C.1 01';-

6



r _ y Pfp
.1N,0

L)e fc-z/c4)

. y (1-.2yAf0) (4-.2)12)2 1

12,197 XA/

P 7

erhalt man im Derelch mit )(17aus

A (N2-1 (III.12) 02NI) = - 1)
(III.17)

17. StoEwe11cn an einer verz3rer-
ten Parahe1boenspinde1 


far
r den 7a11 der verz3zerten Farabe1bor,en-

sindel lassen sich die Rormeln (III.3),
(III.5), (III.6), (III.7),

(III.9) direkt 'Ibernehmen.Die Beschleuni-
sunr,in diesen 7ormeln hat dann einen ne:1-
tiven

V. t.ofwellenan eincr Parabelbo-
rensp1nde1 im stationaren Uberschall


Auch far dicsen Thu lassen sich die 7or-
meln (III.)i),(III.5), (III.6), (III.7),
(111.3), (III.9) direkt dbernehmen. Der
schlcunisunssbeiwert verschwindet. Das inte-
gral 71(A. ) vereinfacht sich deshalb zu
der Forrr

(III.13)

.=

c F(y) F.,(AR)

und als L3sunz der Differentia1:1eichuns
far die StollneiL;unL;

	

—107-11 244,ti

6 	

- 2 AL --P-- 43 co7y-Af,0
42.:(V.1)1

	

(III.14)
A 0

VI. Sch1uf,betrachtunz


6/1/2 In viclen Arbeiten aber den 7luzzeusknall
wurde bisher die Atmospharenschichtunr 1edir-
lich dadurch beracksichtist, clanman zur
73eispie1die Druckst3runs der horoL;enen
AtrosphLre mit der seoretrischen aus

wobe1 die Jerte y der Urp;ielchims Ruhedruck in 71urh3he und Ruhedruck ar :::rd-
boden dividiertc. Die expliziten'orme1n
(111.3) und (III.1() zeisen jcdech, da:',die-
ses Verfahren nicht einral fdr die isotherre

 0 < .2yM/0<1(2

- /5) (III.15) AtrosphLre sute Resultate licfert. 7ar dic
3t3r;ezchwindi.:ke1ten laft es sich zar an-
wenden. In den Verdichtunssstol 7.,chtjedoch
aber die 7orre1 (11.30) auch ncch dic tr-
koordinate ein. Die darseste11te Theoric

sendjen erlaubt es dardber hinaus, Verdichtunss-.
st'inebeschleuni:tcr, verz3serte1'und static-

In 3ro1er Entfernuns vom 71usk3rper folst nar flicsender Potationsk3rper mit nach oben
far das lerhaltnis von lokalcr Druckst3- oder unten rencir,ter71usbahn, einsch1ie5-
runs zum lokalen Ruhedruck

•

(A) 1

1/1/:010-0)4 R474-67/47
Y=41,



lich des Einflussesder Atmosphdrenschich-
tung in allen Zbenenzu berechnen,welche
die 'Jahndes FlugkSrpersenthalten.
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