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Abstract

Investigations on the flow field around py-
ramid-shaped centerbodies of jet engine intakes.
A square pyramid may be used as a centerbody of
a supersonic intake of variable geometry which
joins the advantage of a three-dimensional
compressing cone and that of plane surfaces of
a wedge. The flow field around the centerbody
is the point of interest. Results of an exten-
ded slender body theory - extended by elements
of the nonlinear cone flow theory - are given,
especially the distribution of pressure and
Machnumber in the flow field around the body,
the pressure drag of the body, and the shape
of the shock. These results are cgmpared with
experimental data from a sharp 25 half-angle
pyramid at Machnumbers ranging from 2 to 3.

I. Einleitun

Die Lufteinlésse von Uberschallflugtrieb-
werken benutzen zur Erhdhung des Brennkammer-
druckes Zentralkdrper, von denen schrige Ver-
dichtungsstdBe ausgehen. Die Luft wird durch sie
stufenweise verzdgert und durch einen abschlie-
Benden geraden VerdichtungsstoB im Bereich des
Triebwerkseintrittsquerschnitts auf Unterschall
gefiihrt. Der erzielte Ruhedruckriickgewinn nimmt
bei Fluggeschwindigkeiten iliber der zweifachen
Schallgeschwindigkeit betrdchtliche Vierte an,
wenn Lage und Form des Zentralkﬁrpfij ?35 Flug-
machzahl optimal angepalt werden.

Die einfachsten Formen solcher Zentralkdrper
sind der ebene Keil bei Rechteck-Fangquerschnit-
ten und der gerade Kreiskegel bei rotationssym-
metrischen Einldufen. Die dreidimensional ver-
dichtenden Kegel haben gegeniiber den zweidimen-
sional verdichtenden Keilen den Vorteil eines
bis zu 2,5 Prozent hdheren Ruhedruckriickgewinns.
Bei der rdumlichen Umstrémung im Stromungsfeld
zwischen den StdBen wird ndmlich eine zusdtzli-
che isentrope Verzdgerung und damit eine Herab-
setzung der drtlichen Machzahl erreicht, mit dsr
fu? abschliefenden GeradstoB angesetzt wird (4

5). (Bild 1). Die dabei erreichte Verminderung

* Extract from (1). supported by the Deutsche
Forschungsgemeinschaft and the DFL
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Bild 1: Relative Steigerung des Ruhedruck-
ruckgewinns eines jeweils optimal aus-—
gelegten Zweistofddiffusors (X =1405) bei
Ubergang von Keil auf Kegel als Zentralkérper

des Druckverlustes kann den Tritgjerka-ﬂetto-
schub bis um 6 Prozent erhdhen . Der Nach=-
teil der Kegel besteht jedoch darin, daB die
Anpassung des Uffnungswinkels an die jeweilige
Flugmachzahl infolge gekriinmter Flichen nicht
oder nur unter erheblichen K??struktions-
schwierigkeiten mdglich ist .

Die Nachteile der beschriebenen Zentral-
korperformen sind bei der Verwendung eines
pyramidenfdormigen Zentralkdrpers weitgehend
vermeidbar. Die Pyramide ermdglicht eine drei-
dimensionale Verdichtung unter Beibehaltung
ebener Flidchen, die sich innerhalb eines ‘/in=-
kelbereichs fdcherartig gegeneinander verschie-
ben lassen.



Es wird erwartet, daB bei hrsatz eines ke-
gelformigen Zentralkérpers durch eine Pyramide
unter Beibehaltung der dreidimensionalen Ver-
dichtung eine Regelbarkeit erreicht wird.

Aufgabenstellung

Als Grundlage fiir eine Beurteilung wird
das Stromungsfeld um eine gerade quadratische
Pyramide mit axialer lberschallanstrémung un-
tersucht. Der halbe Offnungswinkel igt - iiber
die Seitenfldchen gemessen - & = 25 , die
Nachzahlen liegen im Bereich von 2 bis 3. Im
einzelnen interessieren die Druck- und Ge-
schwindigkeits- bzw. Machzahlverteilung um den
Korper, der Druckwiderstand des Korpers und die
Form der vom Kdrper hervorgerufenen StoBfléche,
ihre Winkellage zur Anstromrichtung und ihr
Bild im Querschnitt.

Die reibungslose Umstromung eines Korpers
wird allgemein durch die Eulerschen Bewegungs-
gleichungen, den Kontinuitdtssatz, die Zustands-
gleichung idealer Gase und den Energiesatz be-
schrieben. Bei Uberschallstrémung treten als
Randbedingung die StoBgleichungen hinzu, die
bei unterschiedlicher Neigung der StoBfront zur
Richtung der Anstrodmung unterschiedliche Entro-
pievermehrungen fiir die einz lgen Stromfédden
bedingen. (Inverse Methode) (8).

Unter der Annahme, daB die unterschiedli-
chen Entropievermehrungen nur geringfiigig von-
einander abweichen, kann die Strémung im Feld
um den Kérper als isentrop angesehen und die
Aufgabe auf ein Potentialproblem zuriickgefiihrt
werden. Die auft egenden partiellen Differen-
tialgleichungen sind jedoch nichtlinear und
unterBeriicksichtigung der StoBgleichungen als
Randbedingungen nur auf numerischem Wege ldsbar.

Nach diesen Vorbemerkungen erscheint es para.

dox, als Rechenverfahren die Theorie schlanker
Kérper (Slender Body Theory) zu verwenden. Eine
lineare Theorie kann ja das fiir den Zentralkdr-
per eines StoBdiffusors wesentliche Auftreten
einer VerdichtungsstoBfront - im Unterschied zur
Machschen Linie = nicht beschreiben. Es gibt je-
doch'im Verlaufe der Rechnung eine M&glichkeit,
die Nichtlinearitit des Problems im Ergebnis be-
friedigend zu beriicksichtigen, so daB auch die
StoBfront richtig ermittelt wird. Das Verfahren
liefert wie die Theorie schlanker Kérper natiir-
lich nur eine Ndherungslodsung, jedoch eine Nidhe-
rungsldsung erweiterten Giiltigkeitsbereichs.

II.Grundgleichungen und theoretische Ergebnisse

Bild 2 zeigt die in x-Richtung axial mit
Uberschallgeschwindigkeit angestrémte gquadrati-
sche Pyramide, der halbe - iiber die Seitenflid-
che gemessene - Offnungswinkel ist & . Die vom
Kérper hervorgerufene StoBfléche verYiuft im
Lingsschnitt geradlinig unter dem Winkel M, im
fuerschnitt hat sie das Aussehen eines defor-
mierten Kreises, die Stolfrontneigung p ist
eine Funktion des Polarwinkels w.

—
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Bild 2 : Aligemeine Ansicht und Bezeichnungen

Um die vierfache Achsensymmetrie des Pro-
blems - insbesondere auch die Strdmung an der
Kérperkante - richtig wiederzugeben, wird
nicht die GrundriBebene, sondern die Kontur
selbst in jedem Querschnitt x mit ebenen Quel-
len belegt. Die Quellstdrke ist so zu bestim-
men, daB die kinematische Stromungsbedingung -
resultierender Geschwindigkeitsvektor tangen-
tial in der Kontur - erfiillt wird; bei der sym-
metrischen Umstromung der ebenflichig begrenz-
ten Pyramide ist iiberall auf der Kontur eine
konstante Stdorgeschwindigkeitskomponente senk-
recht zur Querschnittskontur als Randbedingung
vorgeschrieben. Uber der linken Quadratseite
ist nach innen die erforderliche Nuellstirken-
verteilung angedeutet; sie ist im wesentlichen
elliptisch, wie sich spiter noch herausstellen
wird.

Als Ouerschnittskoordinaten empfiehlt es
sich, die auf die halbe Kdrperbreite bezoge-
nen Abmessungen n und § einzufiihren.

Grundgleichungen

Bei der Theorie schlanker Kérper wird die
Lésung der linearisierten Potentialgleichung
fiir das Stdrgeschwindigkeitspotential §(x,y,z)
in G1.(1):

(MaZ-1) Gy = Oy = 0, = © (1)

hergeleitet unter der Voraussetzung der Gl.(2):



tan%

(2)

<< 1 '

f 2
tan% Ma°—1 =

tan o

daB der Schlankneitsparameter klein gegen Eins
ist, oder mit anderen Worten, daB der Korper
nicht zu nah am Machschen EinfluBkegel (a?
liegt. Dann kann das Gesamtpotential in G1.(3)
aus wes Anfeilen additiv zusammengesetzt wer-
den ( H

= O(y,2z3x) + glx;lia_) , (3)

¢total

wobei der erste, machzahl-unabhidngige Teil ()
als sogenannte Querschnittsstr o
mun g (cross-sectional flow) die Losung des
ebenen Potentialproblems der Gl.(4):

« 0 ,8B: 20

(4)
F\’_Lh'ontur

¢yy + ¢zz = const ,

im Querschnitt beim Parameter x darstellt.

Der zweite, machzahl-abhingige Teil g(x,Maq)
ist als sogenannter R aume,i g 'l un.B
(spatial-influence) in G1.(5) (11):

u_ ,Mas-1
g(x;Ma >1) = — | A (x) 1D —— =
2n [ - 2

x
- J'Axx(x') 1nlx-x‘1dx'] (5)
o

im wesentlichen proportional dem Logarithmus
aus (Maz- 1) und wird bei gegebener Quer-
schnittsverteilung A(x) durch einfache Ouadra-
tur gewonnen. G1.(5) zeigt, daB die Funktion
g(x) fiir Kérper unterschiedlicher Ouerschnitts-
form, jedoch gleicher QuerschnittsgréBe A(x)
gleich ist. Die Pyramide und der ihr quer-
schnittsgleiche Kegel als dquivalenter Rota-
tionskdrper haben den gleichen RaumeinfluB.

Konisches Stromungsfeld

Aufgrund der Kﬁrp?rieometrie und des expe-
rimentellen Befundes (! , daB die statischen
Driicke lédngs Strahlen auf der Kérperoberfléche
von der Spitze aus konstant sind und die StoB-
front in jedem Axialschnitt gerade verliduft,
ist es berechtigt und sinnvoll, die Existenz
eines konischen Stromungsfeldes anzunehmen und
die konischen Koordinaten n und $ nach G1.(6)
einzufiihren:

(3)

an*
xt o

sodaB die StromungsgroBen nur noch vom Verhdlt-
nis der Koordinaten ¥/x und 2/x abhiingen. Das
Gesamtpotential aus Gl.(3) transformiert sich
damit zu G1.(7):

= Ux t.an26°[¢)(’fl yC) o+

+ g(lnltanaOJr.'aai-‘l |)]. (7)

®total

einen Querschnittsstrémungsanteil ¢(n,5), jetzt
in den neuen Nuerschnittskoordinaten, und einen
nur vom uchlankheitsparameter abhingigen Raum=-
einfluB g. Die explizite Koordinate x ldBt sich
aus dem eingeklammerten Teil v&6llig herauslésen,
Glieder mit lnx heben sich weg.

Die Stdrgeschwindigkeiten ergeben sich’
durch partielle Differentation des Gesamtpoten=-
tials nach den Koordinatenrichtungen x,y,z als
von x unabhéngig, wie G1.(8), (9) und (10) zei-
gen:

Y0 : 3

u e —total Uatanafﬁo[‘b - ﬂ-g% - ng *
ax

+ g(lnltanﬁ)dﬁai~1l)], (8)

3 ot

ve—ttal, ygang 22, (9)
ay
] N

we —total _ y tany 2, (10)
32 '

und nur die u-Komponente in Gl.(8) enthdlt im
RaumeinfluB eine Machzahlabhingigkeit., Die iib-
rigen Ausdriicke sind als Querschnittspotential
und dessen partielle Ableitungen nur von den
Koordinaten n und ¥ abhéngig.

Druckbeiwert

Der Druckbeiwert wird bei schlanken, nicht-
diinnen Kérpern besser in der zweiten Niherung
unter Hinzunahme der Ouadrate der ipduzierten
Quergeschwindigkeiten angesetzt 23 y und man
erhdlt fiir die Druckverteilung im Strdmungsfeld
der Pyramide in G1.(11):



e 2
N u v+ w 11
cp(mn,¢ "60'“‘3‘0-) - _2—-U - Um (1)

e ~ 8 re 1 2
- tan’g[c, - Sinitens YuaZ-11+ £0,0)]

auBer einem gemeinsam abzusondernden Faktor
tan28 , den aus der u-Komponente linear ein-
gehen&en RaumeinfluB, der die Abhéngigkeit von
Machzahl und Kérperdicke enthdlt, plus einer
Funktion f(n,5) in der die iibrigen, nur von
den Cuerschnittskoordinaten p und § abhéngigen
Ausdriicke zusammengefal3t werden.

Stellt man der Pyramide den querschnitts-
gleichen K e g e 1 gegeniiber, dessen halber
Of fnungswinkel & sich aus der Bedingung der
Querschnittsgleiéhheit nach G1.(12):

2, 4, 2 s
tan“s, = —tans, ¢12)

aus dem Offnungswinkel ® errechnet, so 1ldBt
sich in G1.(13) fiir ihn nach der gleichen Theo-
rie schlanker Kdrper ein Druckbeiwert fiir den
Druck auf seiner O ber f 1 d,c g e angeben
- er ist aus der Literatur (123(13 bekannt =-,:

Cpoi( 8(8);5ka,) = (1%)

2 : L2
- tan®s, [C, - 21altans VNa_-1 ]

wobei der Index c fiir den Kegel (cone) steht
und der Index k fiir Kontur. Der Druckbeiwert
enthidlt ganz analog den logarithmischen Aus-
druck aus dem RaumeinfluB.

Der Theorie schlanker Korper zufolge sind
aber die Raumeinfliisse beider Kérper, der Pyra-
mide und des Hquivalenten Kegels, gleich;
folglich muB sich in G1.(11), dem Pyramiden-
Druckbeiwert, der logarithmische Ausdruck for-
mal eliminieren lassen zugunsten des Ausdruckes
Cpox im Kegel-Druckbeiwert von Gl.(13). Setzt
man Gl.(12§ in G1.(13) ein und subtrahiert sie
von G1.(11), so folgt das Endergebnis in G1.(14)
direkt:

Cp(m,C;8,,4a,) = (14)

n . . 2 :
= Cpoyl %(60);ham) + tan %)[1(n,g) - C].
(nichtlinear)

Der in G1.(13) aus dem Logarithmus abzuscndern-
de Faktor 2/[?'geht wegen der logarithmischen
flechenregeln in die Konstante C ein.

Bis hierher bewegte sich die Ableitung vil-
lig auf dem linearen Boden der Theorie schlan-
ker Kérper. Der entscheidende Schritt zur Ent-
linearisierung des Ergebnisses erfolgt an die-
ser Stelle, wenn vorgeschlagen wird, in G1.(14)
fiir den Zahlenwert von Cp_, , dem Kegel-Ober-
flédchen=-Druckbeiwert, nicﬁt den Zahlenwert aus
61.(13), den Wert aus der Theorie schlanker
Kérper, zu verwenden, sondern den Tafelwert der
nichtlinearen Kegelstrimung.

Der Druckbeiwert der aus den nichtlinearen
Differentialgleichungen berechneten Uberschall-
Kegelstrimung ist fiir verschiedene Gase in gas-
dynamischen Tafeln, Diagrammen und graphischen
Darstellungen angegeben und aus der Liter?tus
bekannt, beispielsweise sus NACA TR 1135 (14
und bei Dailey and Wood (15) (Taylor-Macoll)
fiir ein Verhdltnis der spezifischen fidrmen
von x= 1,405, ferner bei Rosenhead (16 fiir
x = 1,400 und aus NASA TN D-819 17) fiir x= 5/3.
Auch die iibrigen Stromungsparameter, wie Mach-
zahl auf der Kegeloberfliche und StoBfrontwin-
kel, kionnen dort entnommen werden.

Die Diskussion des Ergebnisses in G1.(14)
liefert folgendes: Der Druck im Strdmungsfeld
einer axial mit fiberschall angestrémten Pyra-
mide mit dem Offnungswinkel & ergibt sich aus
dem Druck auf der Oberfliche des querschnitts-
gleichen Kegels (& (&)), der bei derselben
Machzahl (Ma,) von demselben Medium (x) ange-
stromt wird, plus einem inkompressibel gerech-
neten Druckzusatz, der sogenannten Druck q u e r~
verteilung (Cross-sectional pressure distribu-
tion). Gl.(14) zeigt eine wiinechenswerte Tren-
nung der Einfliisse von Machzahl und CGasart ei-
nerseits und einer Ortsabhingigkeit anderer-
seits. Abgesehen vom Vorfaktor tan?d , hingt
die Druckquerverteilung [f(9,§) - C]°nur von
den dimensionslosen konischen Querschnittskoor-
dinaten 7,5 ab, ist also reine Ortsfunktion in
zwei Koordinaten ohne einen weiteren Parameter.
Die Druckquerverteilung ist daher eine univer-
selle Funktion fiir alle quadratischen Pyramiden
in Uberschallstromung, fiir unterschiedliche
Machzahlen, Gasarten und Offnungswinkel. Fiir die
Darlegung des Ergebnisses bedeutet das eine
graphische Darstellung in nur einer zusdtzli-
chen Tafel, was der ingenieursmdBigen Anwendung
sehr entgegenkommt.

Bild 3 zeigt diese Druckquerverteilung im
Stromungsquerschnitt einer Pyramide. Verden die
Driicke im Stromungsfeld in Differenz zum Druck
auf der Mittellinie der Seitenfliche - im Punkt
P (n= 05 5= 1) - gesetzt, dann ist der univer-
selle Isgbarenparaneter ein Ausdruck der Form
ACp/tan BS, wie er an der Linie unter 45 ange=-
schrieben Steht. Die Form der Isobaren #dhnelt
- von auilen kommend - zunichst einer Kreisform,
die iiber der Seitenflédche immer stdrker ab-
flacht und schlieBlich nach innen eingezogen
wird, bis hin zur Muschelform im Bereich von
Kontur und Kérperkante. Die hichste Druckdif-
ferenz auf der Kontur tritt im kckpunkt bei
n=1 auf und betrigt 0,44 tan?8 vom konven-
tionellen Staudruck g_u:/z,

Der Punkt Pc(qc; 5= a) auf der Kontur bei

= 0,748 bzw. w_ = 36,8 weist die Besonder=-
héit auf, daB der inkompressibel gerechnete
Druckzusatz beim Druckbeiwert der Gl.(14) stets
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Bild 3: Die Druckquerverteilung im Ubersd:aﬂ-sm':'m'ur-:gs-
feld einer Pyramide.( Isobaren in Differenz zum Druck in B)

gleich Null ist. Unabhiingig von Machzahl, Gas-
art und Offnungswinkel ist in diesem FPunkt der
Pyramidenkontur - man kdénnte ihn Kegelersatz-
punkt nennen - der Druck stets gleich dem
Druck auf der Oberfliche des Ersatzkegels. Im
Kegelersatzpunkt kann eine experimentelle
Uberpriifung ansetzen.

Druckwiderstand.

Der von der Pyramide hervorgerufene Druck-
widerstand wird aus der Summe aller in Anstrém-
richtung auf die Kdrperoberfliche wirkenden
Druckkrifte berechnet. Durch Integration der
Druckverteilung Gl.(14) auf der Kontur (% = 1)
von n = 0 bis n = 1 erhdlt man fiir den auf die
Basisfliche bezogenen VWiderstandsbeiwert der
Pyramide in G1.(15):

(Byiia,) = (15)

“u\o "

= Cp,, ( 8(8);ka ) - C,OiOtan‘&o
(nichtlinear)

Der erste Ausdruck ist durch den Druckbeiwert
des Ersatzkegels gegeben, er ist gleichz?it}g
der Widerstandsbeiwert des Ersatzkegels 12),
Der zweite Ausdruck bedeutet eine Korrektur

des Widerstandes infolge der speziellen “uer-
schnittsform. Der Druckwiderstand der Pyramide
ist kleiner als der des dquivalenten Rotations-
kérpers. GrioBenordnungsmifig liegt die /ider-
standsersparnis der Pyramide gegeniiber dem fl&-
chengleichen Ersatzkegel bei 2 bis 4 Prozent

je nach Machzahl und Pyramidentffnungswinkel
bis & = 300, guch elliptische Kegel hab?n
nach Perri (18) ung Kahane und Solarski 13)
die Eigenschaft, da8 ihr VWiderstand kleiner
als der des querschnittsgleichen Kreiskegels
ist.

StoBfront

Die Berechnung der Druckverteilung nach
G1.(14) ist auf das Stromungsfeld im Bereich
zwischen Kérperkontur und StoBfldche zu be-
schrinken., Das in Bild 3 gezeichnete Isobaren=
feld hat in Abhingigkeit von der HKMachzahl, und
dem Uffnungswinkel dort seine Begrenzung, wo
der statische Druck—-perade die GroBle erreicht,
die hinter einem schrigen VerdichtungsstoB
auftritt. Die Stofifront liegt im Stromungs-
feld der Pyramide an der Stelle, wo sie die
den SchrigstoBgesetzen addguaten Druckverhdlt-
nisse vorfindet.

Der nichtlinear verbesserte Druckbeiwert
der G1.(14) 1iGt die Berechnung der Lage der
Stolifront zu. Bei gegebener Machzahl Ma, und
gegebenem Offnungswinkel § sowie vorgewihlter
Richtung @ - wenn man Polatkoordinaten r und
statt 7 und 5 verwendet - berechnet man in
Gl.(163 den Druckverlauf p(r) lings des Strah-
les w = const,

(15)

gL(r;m;%pMaa)

Ll

vom Kdrper her und vergleicht mit dem Druck
inter dem SchrigstoB aus den StoSgleichungen
?14§?163:

pl(u;?ﬂaﬂ) w aus: tanu= rtans , (17)

wobei der Stoffrontwinkel m mit dem Radius-
vektor r nach G1.(17) verkniipft ist. Der Ort
mit Druckgleichheit kennzeichnet die Lage der
StoBfront. Das Berechnungsverfahren fiir den
nur implizit gegebenen StoBfrontwinkel kann
man Gkonomisch gestalten, wenn man als Aphalts-
wert den StoBfrontwinkel p  (14,15,1 ’173 des
grsatzkegels verwendet und zwei weitere um

- 5 Prozent abweichende ‘erte, die die Varia-
tionsbreite des Vinkels w(w) erfahrungsgemif
einschlielien, Die Losung erfolgt dann ftg?'
graphisch in einem SchrigstoB8diagramm 16),

Bild 4 zeigt in den stark .ausgezogenen
Linien den StoBfrontverlauf im ﬂtrﬁnungsquera
schnitt bei verschiedenen liachzahlen (50- a5 Yo *
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Bild 4: Der Stofifrontveriauf im Stromungsquerschnitt

Die strichpunktierten Linien sind konzentri-
sche Kreise zum Vergleich dazu. Bei Machzahl 2
ist eine nur geringe Abweichung von der Kreis-.
form zu erkennen, widhrend bei steigender Mach-
zahl eine Verformung entsprechend des quadra-
tischen Kérperquerschnitts zu bsmerken ist: im
Bereich der Korperkante ( w= 45 ) herausge-
driickt und iiber der Fliche (w= 0°) eingezogen.
Die Form ist aber nicht im geringsten cuadrat-
#hnlich, sondern bleibt im untersuchten Bereich
iiberwiegend kreisférmig. Bei Machzahl 3 betrﬁg&
der .it.ostontwinkeluntasschied zwischen w = 45
und @ = 0" nur etwa 1,5 , und der értliche
Ruhedruck variiert um weniger als - 2 Prozent,
so daB der EinfluB der unterschiedlichen Ruhe=-
driicke auf die llechnung bei diesen Stromungs-

verhdltnissen noch als gering angesehen werden ka

kann.

Eine Gegeniiberstellung zwischen gerechneten
und gemessenen, nach einer Enveloppenkonstruk-
tion korrigierten StoBfrontwinkeln zeigt Bild 5.
Fiir drei verschiedene Machzahlen 2,16 , 2,41
und 2,88 und je drei Richtungen w stehen die
theoretischen und experimentell ermittelten
Stobfrontwigkel gegegﬂber. Die Differenzen lie-
gen mit 0,1 bis 0,2  beinahe im Rahmen der
lieBgenauigkeit. Die aus der verbesserten Druck-
verteilung gereghneten StoBfrontwinkel werden
also innerhalb - 0,5 Frozent richtig ermittelt.

5o = 25°
o 4} -]

18 o " ¥ theor. ¥exp.

2,16 0 42,7 42,72
22,5 43,05 43,1
45 43,5 43,4

2,41 0 40,4 40,5
22,5 40,8 40,95
45 41,5 41,4

2’88 0 57|65 57:84
22,5 38,2 38,35
45 39,1 39,03

Bild 5 : Gegeniiberstellung gerechneter und experimenteller
StoBfrontwinkel (nach Korrektur).

Machzahl

Die Berechnung der ortlichen Machzahl im
Stromungsfeld kniipft an die Vorstellung vom Ke-
gelersatzrunkt an. In diesem Punkte P_ der Py-
ramidenkontur war im Rahmen der Theorie schlan-
ker Koérper der Druck gleich dem Kegeloberflid-
chendruck. Ls wird angenommen, daB iiber den
Giiltigkeitsbereich der Theorie schlanker Kérper
hinaus - also auch bei der Umstrémung von Pyra-
mide und Kegel groBen Schlankheitsparameters -
die Lage des Kegelersatzpunkts erhalten bleibt
und in ihm der Druck und auch die Machzahl Ma K
herrschen wie auf der Oberfliche des ErsatzkeS
gels. Das Experiment bestétigt im untersuchten
Bereich die Druckidentitdt. Der Nachweis fiir
die Richtigkeit des Ansetzens der Kegelmach-
zahl Ma in diesem Punkte P_ erfolgt indirekt
durch Bgyechnung und VergleiSh der Machzahlen
hinter der SchrédgstoBfront.

Ausgehend von den Yerten fiir den Druck p
und die Machzahl Ma 14,15.16,173 im chelsk
ersatzpunkt P_ kann unter Benutzung der verall-
gemeinerten BErnoullischen Gleichung fiir kom-
pressible Stromung in jedem anderen vorgegebe-
nen Punkt P(7,5) mit dem Druck p(p,5) aus
Gl1.(14) die Machzahl Ma(y T) nach C1.(18) be-
rechnet werden: o

n="l
Ma / Pek, " - A T
MaCk- 1+ [(-—-—p ) 1}[1 + W]. (18)

Der EinfluB der schwach verdnderlichen Ruhe-
driicke im Feld wurde vernachlédssigt.

In Bild 6 sind die nach G1.(18) von der
Kontur her berechneten Machzahlen Ma am Orte
des StoBes den Machzahlen gegeniibergestellt,

wie sich aus den SchrﬂgutoBgeaetzmﬁBigkeiten(16)



§ =250 nach G1.(18) Schrigstofl-
(. Bl aus Mack abhingigkeit
Ma_ o ) o . o
(Ma_,) GJ Matheor Ma(M%ﬁ,P) ¥ theor
ck
2,16 0 1,564 1,568 42,7
(1,44) 22,5 1,554 13555 43,1
45 1,542 1,540 43,5
2,41 0 1,708 1,712 40,4
(1,60) | 22,5 | 1,695 1,697 40,8
45 1,677 1,670 41,5
2,88 0 1,961 1,965 3747
(1,87) | 22,5 | 1,946 1,943 38,2
45 15217 1,905 39,1

Bild 6: Genauigkeit der Machzahlberechnung.

in Abhédngigkeit von der Anstrdmmachzahl Ma, und
der StoBfrontneigung m ergeben. Fiir die glei-
chen Machzahlen Mag, und Orte w wie in Bild 5
zeigt die Gegeniiberstellung eine unerwartet
hohe Genauigkeit der angegebenen Berechnungs-
methode. Die Abweichung der Ergebnisse vonein-
ander ist kleiner als 0,7 Prozent.

III. Experimentelle Ergebnisse

Im Verlaufe der theoretischen Abhandlung
sind einige experimentelle Nachweite offen ge-
blieben beziiglich der Voraussetzungen und Be-
hauptungen, die iiber die Grundlagen der Theorie
schlanker Kérper hinausgehen.

Durchgefiihrt wurden die experimentellen Un-
tersuchungen in einem Windkanal* mit einem MefB-
querschnitt von 40°cm x 40 cm und einer Test-
zeit von 2 bis 3 linuten im Machzahlbereich von
2 bis 3, Die Basis des Pyramidenmodells hatte
eine Kantenldnge von ca. 12 cm, der halbe (Off-

nungswinkel betrug QD = 25, die Reynoldszahl

1 bis 3.10°. Es wurdén Druckmessungen und Schlie-

renaufnahmen gemacht.

Konisches Stromungsfeld

Die erste Frage ist die, ob ein konisches
Stromungsfeld auch bei der Umstrémung von Pyra-
miden groben Schlankheitsparameters - im vor-
liegenden Fall bei einem rechnerischen Wert von
0,84 bis 1,26 - gegeben ist. Die Nachpriifung an
den Grenzen des Stromungsfeldes ergab auf der

* HeiBwassergetriebener Ejektor-Triebwerkswind-
kanal des Instituts fiir Strahlantriebe der
DFL

Bild 7: Das Stofdfrontbild bei axialer Drehung um den
Winkel co (Pyramide 8,=25°; Mo, =230)

Kontur, daB lédngs Strahlen von der Spitze aus
innerhalb eines mittleren Fehlers von 1,5 Pro-
zent bei der Bestimmung der Driicke ein kon-
stanter Druckverlauf vorliegt. Die Stofifront
andererseits erscheint im Axialschnitt in allen
Drehlagen w als gerade Linie, solange im Stro-
mungsfeld Uberschallstrémung herrscht, wie die
Bildfolge in Bild 7 zeigt. Die Kachzahl ist bei
allen Bildern konstant 2,30. Bei der axialen
Drehung des Modells erscheint der Pyramiden-

of fnungswinkel von 25 bis auf 33,4  vergrdBert,



wiihrend der Offnungswinkel der StoBfléche nur
um 0,7 wvariiert.
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Bild 8 : Die Druckquerverteilung aufl der

Pyramidenoberfldche

Druckguerverteilung

Die zweite Frage betrifft die Druckquerver-
teilung. Wird der Druckanteil aus der inkompres-
sibel zu rechnenden Querschnittsstromung experi-
mentell bestidtigt?

In Bild 8 sind iiber der halben Pyramiden-
breite von n = 0 bis n = 1 aufgetragen die di-
mensionslosen Druckdifferenzen der Konturdriicke
zum Druck in der Mitte der Seitenfliche im Punk-
te P (n=0;%=1). Die ausgezogene Linie ist
Theorie, die eingetragenen Punkte sind aus ca.
400 bis 2000 Einzeldruckmessungen iiber Ver-
suchslaufzeit und Machzahlen gemittelte MeBwer-
te. Innerhalb der Begrenzungen wurde ein leich-
ter Machzahlgang festgestellt, der sich jedoch
aus dem MeBfehlerbereich nicht signifikant her-
vorheben lieB. Der Vergleich zwischen Theorie
und Experiment zeigt, daB fiir die Giiltigkeit
der Ergebnisse aus der Querschnittsstrdmung er-
heblich hdhere Verte fiir den Schlankheitspara-
meter zugelassen werden kdnnen als nach der
Theorie schlanker Kdérper angegeben wird.
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Bild 9 - Die experimentellen Ergebnisse fur den Druck
im Kegelersatzpunkt R (n_;1) auf der Oberflache der
Pyramide im Vergleich zu den Werten der nichtlinearen
Kegeltheorie ("5 fir den aquivalenten Rotationskérper.



Kegelersatzpunkt

Fiir den aus dem RaumeinfluB zu rechnenden
Druckanteil gilt jedoch die Einschrénkung
schlanker Korper in vollem Umfang. Durch Ele-
mente der nichtlinearen Kegeltheorie sollte
eine Verbesserung erreicht werden. Es mubte
gepriift werden, ob im Kegelersatzpunkt P_ auf
der Pyramidenkontur der Oberflichendruck®des
querschnittsgleichen Kegels herrscht.

In Bild 9 sind iiber der Anstrom-Machzahl
die Sollkurve fiir den Oberfldchendruck p k des
querschnittsgleichen Kegels - die mittlefé Kur-
ve mit § = 27,75° - und vergleichsweise die
Kurven flir den einbeschriebenen und den umbe-
schriebenen Kegel aus der nichtlinearen Kegel-
Theorie eingezeichnet. Die eingetragenen Mel-
werte folgen dem vorgegebenen Verlauf gut, bei
hdoheren Machzahlen innerhalb des MeBfehlerbe-
reichs.

StoBfrontwinkel

Eine zu Bild 9 ganz analoge Auftragung fiir
den von der Pyramide hervorgerufenen mittleren
Stofifrontwinkel zeigt Bild 10. Der bei w= 22,5
gemessene StoBfrontwinkel folgt dem KegelstoB-
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Bild 10 Der Stolifrontwinkel des querschnitisgleichen
Ersatzkegels nach der nichtlinearen Kegeltheorie (75
im Vergleich zu dem an der Pyramide bei w=225°
gemessenen Stollfrontwinkel.

frontwinkel m gut. Die Stobverdichtung einer
Pyramide lieg% der Kegelverdichtung sehr nahe,
so daB man einen etwa gleichen gasdynamischen
Effekt erwarten kann.

IV. Das “uerschnittspotential

Im folgenden Abschnitt soll auf die Beson-
derheiten bei der Ermittlung des Querschnitts-
potentials eingegangen werden. Gesucht ist das
Geschwindigkeitspotential mit konstanter Ge-
schwindigkeitskomponente normal zu einem ‘ua-
drat. Die Losung wird nach dem Singularititen-
verfahren durch Belegung der quadratischen Kon-
tur mit ebenen Nuellen hergeleitet. Die Bestim-
mungsgleichung fiir die Potentialfunktion ist ei=-
ne Integralgleichung fiir die Verteilung der ort-
lichen Quellstdrke. Sie wird durch einen Fou-
rierreihenansatz mit zunichst offenen Koeffizi-
enten fiir die Nuellverteilung geldst. Die Koeffi-
zienten dienen der spidteren =rfiillung der Rand-
bedingung.

Aus Symmetriegriinden kann die Gesamtldsung
durch Uberlagerung von vier gleichen Einzel=-
quellstrecken aufgebaut werden. Die Rechnung
erfolgt in einer komplexen ?:S -Zahlenebene, in
der die betrachtete E i n z e 1 quellstrecke
auf der reellen n-Achse von | = - 1 bisp= + 1
liest., Fiihrt man die komplexe Stromungsfunktion
F(Z) der komplexen Verinderlichen Z = n+ i%ein,
so ist in G1.(19) im Realteil von F die Poten-
tialfunktion ¢, und jm %maginérteil die Strom-
funktion V¥, gegeben (12), Die Virkungen der Lle-
mentarquellen sind léngs der Strecke zu inte-
grieren.

F(Z) = §(M,€) + 1%(N,0) (19)
+1

= ;;;-I qg(m’ ) 1nlZ-7"1dn" mit: Z=m+ i€ .
-1

Der Betrag |Z - g'| ist der komplexe Abstand

vom Quellpunkt zum Aufpunkt, p' ist die Bele=-
gungskoordinate der Quellstiirkenverteilung 4(y"),
fiir die in G1.(20) ein Fourieransatz gemacht
wird, der infolge der Stromungssymmetrie spezin-
lisiert ist zus

N
a(n’)= ZDH sin nd mit: f'=cos ¢ (20)
n=1:;%;5...

als neuer reeller Belegungsvariablen. Eine we-
sentliche Bedingung fiir das Vermeiden theore-
tisch unendlich grobfer Storgeschwindigkeiten
und negativer Driicke ist, daB die Cuelistirke
an Knickstellen der Kontur, hier in den End-
punkten der fuellstrecke, Null ist, Das Ein-



setzen von G1.(20) in G1.(19) und das Vertau-
schen der Summationsreihenfolge, sowie die
mehrfache Anwendung eines Additionstheorems und
eine einmalige partielle Integration fiihren auf
drei elementar explizit lésbare Integrale der
Form:

n
1 cOS ud P
- | q4dd = — a 123585, 21)
" 7 - cOS & sinh o y M 155 !(
o
% rcos\.-& ln|Z2-cos| dd =
0
e
" . , ve2:4:6.., (27)
= ¢ - 1n2 Lir: v=0 , (23)
Z = cosx‘“komplex) . (24)

wobei mit G1.(24) fiir die komplexe Verénderli-
che Z eine Koordinatentransformation auf die
komplexe Verdnderliche ¢ mittels der hyperboli-
schen Kosinusfunktion vorgenommen wurde. (Ellip-
tische Koordinaten).

Ergebnisse fiir die Einzelguellstrecke

Aus Summen der in den G1.(21) bis (23) ste-
henden Teilergebnisse ergibt sich die L&sung
der komplexen Strodmungsfunktion in Gl.(25) zZu:

b -2
F(¢(2)) = -f[q;-lné’ * 32 ‘P] +
. % E‘.! [- o= (n=1)g . e-(m—’l){p]. (25)
4 n-1 n+1

Fiir die Geschwindigkeitskomponenten léngs
(v) und quer (w) zur Einzelquellstrecke erhdlt
man in Gl1.(26) durch Differentiation der Stré-
mungsfunktion nach dem komplexen Argument Z den
relativ einfachen Ausdruck:

W(e(2) = v(n,¢) - iw(n,C)

az

& B
= a—z = z;q e—n¢ (26)

n=13;%3:5.40

Die Ergebnisausdriicke hat man mittels der Euler-
scheu Formel in ihren Real=- und Imagindrteil zu
zerlegen und die Einfliisse aller vier Quadrat-

seiten der Geometrie entsprechend zu iiberlagern.

Fourierkoeffizienten und Ergebnisse

Nach der Uberlagerung der Geschwindigkeits-
komponenten sind die Fourierkoeffizienten bn so
zu bestimmen, daB auf der Kontur eine konstante
Normalkomponente induziert wird. Um die Wwillkiir
bei der Wahl von Punkten, in denen die Randbe-
dingung exakt eingehalten wird, zu vermeiden,
werden die Koeffizienten so ermittelt, daB die
Randbedingung iiber die ganze Ouadratseite hin
im Mittel mdglichst gut erfiillt ist im Sinne
der kleinsten Fehlerquadratsumme. Die Rechnung
filhrt auf ein einmalig (fiir alle §_ und May,) zu
lésendes lineares Gleichungssystem fiir die Ko=-
effizienten b mit dem Ergebnis der c1.(27):

b, = 1,2735 5 by, = 0,0154 ;
by = 0,1415 5 b,y =0,0122
bg = 0,0544 5 b5 = 0,0101 (27)
by = 0,031 Dby, = 0,0088 ;
by = 0,0209 ; byg = 0,0077 .

Gewdhlt wurde eine Approximation mit zehn Koef-
fizienten. (N = 19). Der Zahlenwert der Koeffi-
zienten bn nimmt mit wachsendem n ab, so daB
die Konvergenz der Fourierreihe fiir die Quell=-
verteilung gesichert ist. Der exakte Wert fiir
b1 -4/”'

In Bild 11 ist iiber der halben Quadratseite
die Verteilung der ortlichen Quellstirke aufge-
tragen. Da der Koeffizient b, die restlichen
Koeffizienten in einem Verhﬁitnis von mehr als
9:1 iibertrifft, kann man davon sprechen, daB
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Bild 11 : Die Quellstarkenverteilung auf der Kontur einer
quadratischen Pyramide.
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sich die Quellverteilung - Kurve c¢) - aus ei-
ner elliptischen Grundverteilung - Kurve a) -
und einer Zusatzverteilung - Kurve b) - aufbaut,
die im Mittelabschnitt die Grundwerte verklei-
nert und im Endabschnitt die Grundwerte anhebt.

Bild 12 zeigt die Linien konstanten Geschwin-
digkeitspotentials im Stromungsfeld der Pyrami-
de. Fiir einen Radius mit der 3-fachen halben
Kérperquererstreckung und dariiber hinaus er=-
scheinen die Potentiallinien kreisfdrmig. Die
quadratische Form des Korperquerschnitts beein-
fluBt ein Feld von der GrdBenordnung der Kérper-
querabmessung. Der Zusatz aus dem RaumeinfluB
verdndert nur die Bezifferung der Kquipotential—
linien.

Bild 13 zeigt die auf der Kontur induzier-
ten Geschwindigkeitskomponenten. Sie bleiben
auch im Pyramideneckpunkt endlich.

Bild 14 zeigt das Geschwindigkeitsfeld im
Stromungsquerschnitt.
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Bild 13 : Die auf der Kontur durch die Quellenverteilung
induzierten Geschwindigkeiten.

Bild 12: Linien konstanten Geschwindigkeitspotentials
im Strémungsfeld der Pyramide.
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Bild 14 : Die Geschwindigkeitsverleilung im Stromungs -
feld der Pyramide. (w- Komponente)



4:250 * Mo 1

Bild 15: Das Stromlinienbild auf der Oberflache der mit
Uberschallgeschwindigkeit angestromten quadratischen
Pyramide.

Bild 15 zeigt das Stromlinienbild auf der
Oberfliche der mit Uberschallgeschwindigkeit
angestromten gquadratischen Pyramide. Interessant
ist die Feststellung, dal die Stromung léngs
Strombahnen mit Druckabfall erfolgt.

V, SchluBbemerkungen

Die angewandte !'ethode zur Verbesserung der
Ergebnisse aus der Theorie schlanker Kérper, bei
der die GriBen, welche die Theorie schlanker
Kérper fiir den dquivalenten Rotationskdrper lie-
ferte, durch entsprechende GréBen der nichtline-
aren Kegeltheorie ersetzt wurden, zeigte gute
Erfolge im Machzahlbereich von 2 bis 3 bei hal-
ben Kdrperdffnungswinkeln bis 250.

DaB diese liethode - man kdnnte sie Entlinea-
risierung des Raumeinflusses nennen - keine un-
beschrinkte Giiltigkeit hat, sondern ihre Giite
in empirisch bestdtigten Grenzen findet, hat
sie mit der Theorie schlanker Kérper gemeinsam.
Sie liefert jedoch gliltige Ergebnisse bis zu er-
heblich héheren Schlankheitsparametern.

Eine Erklirung fir die gute Ubereinstimm?ng
kénnte der lguivalenzsatz von K. Oswatitsch (1 )
geben. Danach"ldiit sich die Strdmung an schlan-

12

ken, spitzen Kérpern im Linearisierungsgebiet
der Differentialgleichungen auf die Strdmung

um einen Rotationskérper gleicher COuerschnitts-
fliche zuriickfiihren, wobei der Unterschied in
der Querschnittsform durch einen Zusatz in
Rechnung gestellt wird, der sich aus Belegungs=-
integralen in den Querschnitten ergibt. Diese
als Aquivalenzsatz bezeichnete Reduktion drei-
dimensionaler auf achsensymmetrische Vertei-
lungen ist nicht nur fiir den linearen, sondern
auch fiir den nichtlinearen Bereich der Stré-
mung ausgesprochen worden". Bewiesen wurde er
bei schallnaher Anstromung mit der Bemerkung,
daB sich bei Schallanstrdmung die grdSte Genau-
igkeit ergibt.

Setzt man die Giiltigkeit des Aquivalenz-
satzes - wenn auch mit verminderter Genauigkeit-
fiir Stromungen mit Ma, > 1 voraus, dann gilt wei-
terhin, daB der Unterschied der Strdmung um den
betrachteten Kérper und der Stromung um den
dquivalenten Rotationskdrper sowohl im linearen
wie im nichtlinearen Bereich durch ein und den-
selben Zusatz aus der zweidimensionalen Quer-
schnittsstromung gegeben ist. ‘/endet man den
Kquivalenzsatz auf den Druckbeiwert an, so
folgt, daB der Unterschied zwischen Pyramiden-
und Kegelstrtmung - einmal gerechnet nach der
Theorie schlanker Kdérper und zum anderen ge-
rechnet mittels einer nichtlinearen Theorie -
im wesentlichen durch den aus der Querschnitts-
stromung herriihrenden Druckzusatz, der Druck-
querverteilung in' Bild 3, gegeben ist. Man er-
hédlt also einen verbesserten Pyramidendruck-
beiwert, wenn man zum exakten Kegeldruckbei-
wert den aus der Querschnittsstrdmung berech-
neten Anteil hinzufiigt.
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