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Résumé

On établit les equationsdifféren-
tielles des petiteE oscillationsde flexi-
on et torsion pour des surfacesportantes
Alastiquesen presence du systeme complet
des charges aérodynamiques,c'est-A-dire
la portance et la resistancea l'avance-
ment.

On constate que l'effetde la resis-
tance A l'avancementrealise le couplage
des deux oscillations,les deformations
de flexion permettanta cette force de
produire une contraintede torsion et les
deformationsdues h la torsioneermettant
aux charges aérodynamiquesde produire
une contraintede flexion.

En résolvant ces equations,on trouve
les conditionsde stabilite.

On peut mettre en evidenceun nouveau
type de "flutter"ainsi qu'un nouveau
type de "divergence"qui persistentaussi
dans le cas de la disparitiondes couple-
ges usuels, respectivementdans le cas oh
les centres de pression, de flexion et de
gravité coincident.

Introduction

Comme on le sait, afin qu'un phéno-
merleaero-élastiquese broduise,il est
nécessairequ'une interactionait lieu
entre les forces aérodynamiqueset les
forces élastiques.La constatationque la
portance depend surtout de l'angle d'in-
cidence et que la deformationqui modifie
cet angle n'est en general rien d'autre
qu'une deformationde torsion,constitue
ordinairementle point de depart pour
l'ex;dicationdes différentsphénomenes
aeroelastiques.

Pour qu'il se produise une torsion il
faut, nécessairement,que la portance
agisse excentriquementpar rapport A l'axe
élastiquede la surface portante.Au cas
oh cette distance viendraitA s'annuler,
la plupart des phénomenesaeroélattiques
statiquesdisparaitraientsimultanément,
compte tenu evidemmentde l'explication
ri-dessusconcer-lantla cause de leur
apparition.Cela etant, des forces aéro-
dynamiques,seul l'effet de la portance
est pris en consideration.

Du fait de considererl'effetde la
resistanceA l'avancement,on est arrivé
pouvoirmettre en evidence(1) de nou-

veaux phénomenesaéroélastiquesstation-
naires, qui dependent l'autresfacteurs


que les facteurs connus et qui maintien-
nent memo lorsqu'ilsdevraient- confer-
mément aux explicationsclassiques- dis-
paraitre, c'est-A-direlorsque l'excen-
tricité des forces aérodynamiques,par rap-
port A l'axe élastique,serait nulle. Le
moyen de réaliser dans ce cas l'interac-
tion des forces aCrodynamiqueset élasti-
ques, par l'intermédiairede la rCsistance
a l'avancement,est le suivant: on admet
une deformationinitialede flexion, oi-
quel oas la resistanceA l'avancement ro-
duira une torsion,ayant pour excentricité
la fleche. A cause de cette sollicitation,
une deformationse produira,qui aura pour
résultat une variationde l'incidence,res-
pectivementde la portance.A son ',our,la
portance conditionnela flexion, n.;issant
sur la deformationinitialede flexion. De
cette maniere, la chainc des interactions
s'acheve.

En ce qui concernel'effet quantita-
tif de la resistanceA l'avancementlon a
montre clue dans les phénomhnesd'aero-
élasticitestatique, celui-cidepend, non
seulement de la valeur du coefficientde
resistanceA l'avancement,main aussi de
la valeur de la rigiditéde flexion,ainsi
que du rapport entre l'envergureet l'ex-
centricité.Sauf le cas ou l'excentricitA
des forces aérodynamiquesest petite, cet
effetquantitatifest appreciable,notam-
ment pour les surfacesportantesde grand
allongement.

Dans le cas des phénomenes:'roélas-
tiques du type "flutter",en memo emps
qui s'introduisentdes forces maslque,
apparaissentaussi les couplagesde ces
forces. Dans ce cas, evidemments,ii faut
considker les forces aérodynamiquescomme
etant dans un regime nonstationnaire.

La resistanceA l'avancementproduira
ici le couplage mentionne.

Equationsde base

Pour etudier du point de vue quanti-
tatif l'effet produit par cette comvosante
des forces aérodynamiquessur le phencomene
du flottement,on considererales cas con-
cret d'une surface portante Clastique,en-
castrée d'un bout et libre de l'autre.On
rapporte cette surfaceportante A un Sys-

tème d'axes consider&de la maniere sui-
vante l'axe longitudinale oy est consi-
der& de tells sorte qu'il coincidAtA l'axe
elastiquede la surfaceportante.Les deux
autres axes ox ot oz seront considéres
nuivant les oirecl;iouJ,rincipalesd'iner-
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tie de la section trarsversale.
On admettrecomme tres differentes

les deux rigiditésde flexion,suivant
les deux directionsprincipales,de la
surfaceportante,de sorte que l'on pour-
ra negligerles deformationsdans le plan
yar par rapport aux autresdeformations.

On considereque la .airfaceportante
a au debut l'incidencemine et que la di-
rection de l'air coincideavec l'axe ar .

Dans le cas des petitesdeformations
initiales,de flexion et de torsion,on
pourra admettre que les chargesaerodyne-
miques dues a la resistancea l'avance-
ent, initialementayant des valeurs fi-

nies, ne varient pas beaucoup5 cause de
oes deformations.Les forces aerodyne-
miques du type de la portance,ainsi que
les forces de masse seront considerées
comme des Conctionslineairesde deforma-
tions et de leurs dérivees.

Nous envisageronsdans cc qui .,uit
le flottementde flexion et de torsionde
la surface portante considOree.Pour 6-
crire les equationsdifferentiellesde
Clexion et de torsion,sous la forme de
Larange, on conserverasous la forme
classiqueles forces massiques,lesforces
elastiques,celles aArodjnamiquesque
donne la portance et '.esfrottementsin-
terieurs.On note par 47W la masse de
l'unitéde longueur de la surface por-
tante

4x le moment d'inertiemassique de
l'unitede longueurpar rapport a l'axe
élastiquede la surfaceportante ;

5(y) le moment statiquemassiquede
l'unite de longueur par rapport au même
axe ;

? la lonqueur de la surface por-
sante ;
/7/.9iM}(y)le deplacementverticalde la
section transversalecomme suite des de-
formationsde flexion,positivevers le
Pas ;
0460 l'angle de torsionde la section
tranoversale,come resultatde la torsi-
on, positivedans le sons du cabrage du
Cord d'attaque;
1/0,,c19)des fonetionssupposeesde re-
présenterles modes de deformationsA la
flexion,respeeLivement5 la torsion.

Ci-dessus, h et oc sent des fonc-
tions de temps.

Avec ces notations,i'enere;ieeine-
tique totale de la surfaceportante en
mouvementpout;sqcrire

1- = 2f (Y)11(Yij 2dY

0(2f 2 +2 0

En notant par E7 la rigiditéde
flexion dans une section quelconqueet par
5J larigiditéde torsion,l'énergiepo-
entielle due h la deformation,devient

r 2
0=-L ez(Y){d2 IhI(Yd)ciy*

2 dyl

)2e
If GM)r gla< A71 61.92 dy

ii tenant compte de l'effetde la
portance, les forces géneraliséespour les
dec;resde liberté h et o< rA'ecrivent:

QhL =.1 LI 1(y)d,Y

f t
00(4= (yldy

i

L'_,Irb24,21(Y)Lhh+

#if 63602,,-(y)iza _ta ) 4./c<

.1f6jwifiyil/14-4*.a) jA

6to'llyiln,;(011i-allz07.-mh)*

a)2 Zhicx

et

LA /#4121(6,77r0)(P1-4

/< =7 # 46r. ir—)-211-1-7E*11*-.. -467
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Dans la relationsci-dessus .6 re-
presents la demi-cordede la surface por-
tante dans une section donnée :

br demi-cordede reference
ab distance depuis le centre élas-

tique A la moitie de la corde
(4)pulsation de flottement

ja masse specifiquede l'air

v- vitesse de l'air

i56 composantesde la fonction de
Theodorsenqui sont des fonctionsde k
oa beyk -

Comme on le voit, l'expressiondes
charges dues h.la portancea ete prise,
ci-dessus,comme exemple,au domaine de
l'incompressibilite.

Afin d'établir les forces génerali-
sees pour les mêmes degres de liberté,
compte tenu ce l'effet de la resistance
l'avancement,on considererales charges

et les moments répartisle long de l'en-
vergure, comme suite des deformations,en
partant de l'existenced'une flexion ini-
tiale dans le plan de la surfaceportante,
produite par la resistancea l'avancement.
Ces moments fléchissantssoot determines
et aisément calculablespour une surface
portantedonnee en fonctionde la pres-
sion dynamique.Pour one surfaceportante
encastréeen origine, le moment fléchis-
sant produit par les composantesde la re-
sistancea l'avancement,peut s'écrire:

r
/5=fr2C:01(Y-1)6(7)d7

Si, par exemple, la corde de la sur-
face portante était constantedans l'en-
vergure, l'expressionde ce moment s'obti-
endrait par integrationet serait

2A  ri(f-y)2
z = v Li LD 2

Il est facile h.observerque ce moment
flechissanta une valeur finie et importan-
te contrairementaux sollicitationsprodu-
ites par les deformationsqui sont petites
par hypothèse.

Al aux deformations,ce moment flb-
chissantfinit, aura des composantesde
fléchissementdans l'autreplan principal
d'inertie,ainsi que des composantesde
torsion,toutes fonctionsdes deformation.;.
Ces composantessont linéairespour les
petites deformationset du presque meme
ordre de grandeur que celles produites
par la portance.

Dans le cas d'une torsiond'anglecc
de la section transversale,ii apparaintre
dans le plan perpendiculairea la corde,
une composantede moment dont la valour
sera


ce qui corresponda une charge répartie
de valeur

4?2(/*0()
Pz dy2

ayant la !nameorientationque la portance.
Da aux deformationsde flexion de

la surface portante,d'apras la rigidité
minimale, le moment fléchissant A* pre-
sente une composantede torsion équiva-
lente a un moment de torsion réparti dc
la valeur

c92,6
/72 = dy 2

orienté dans le sens de l'augmentationde
l'angle.

Les forces genéraliséespour les de-
gras de liberté h et 0( en tenant compte
de l'effet de la resistancea l'avancement,
pourront s'écrire

f

Qh0=-4 	 e21/YzENIf(y)dy0 dy2

r ?
c22/7 


h itzF(g) Qy
0 y 2

Les expressionsdes forces de frot-
tement, en tant que forces géneralisées,
sont ;

Qff
al 2

dY
/7 OY2

d 72
a =1, f GiNITyl(Y)1 dY

°V o

Les equationsde Lagrange pour les
deux degrés de liberté h et pc s'écri-
ront
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c ./) (Y

h ah

respectivement
„e


..1:m()1/1(Y).101y1-6q,-5-(YRY)/YyklY*

h (7 , LE/{01; c/Y

= 513w214 h74 (4hoc- •6ha) °(.I

«(07/`791/'°/.Y -WYMYYrYlcig

-14-(x(/74"(*gee)1 e64,9)10+;747Y142dY =

513W 2:(40cA h h 40<oJ

r e
-444 c'j V./1-(y)Jz4

o

44.4=Lg ilybcly)40,—(ii-a)Lh]cly

r e
63/.(y)/qq)//i4.1-.74aYVoly

4„
r?

641C( )11/No(-g* x•

x(Lc< * tih + 4,74

f 02 (yijoi
= Yip t'-g2

asi(y)
	 /iff/9)

d yi1304A
4'2-4

Les deux dernièresexpressions,les-
quelles introduissentl'effetde la résis-
tanc-) i'avancement,peuvent s'écrireex-
plicitement :

e
CD( )

2
5/7,K -

x F(y)) (y) dy

.50,h=4.()26,i;27/.0.,),6(0/7/„

d
xF(y)  2f(y)ay2 y

Pour simplifierles 6quationsde
mouvement, on introduitles notations

/77- 


Zff7(y)itieci/Y

5(y)f(y)F() dy
5- re r _ 72

m(9)7/(q),JVY

. .1/4.,(y)/F0V20/y
= 


4ff,r/n(y)friyitc/y

2= Let/(q){i5-,2/i(y4  
h r, r

M Nil 1(Yre/Y

2 1.0"GI 1./C(Y12
44)
o

foeia (y)//c()J7'c/y

d (dr )
c11 a/c;(

-t-



dont la significationest facile a voir.
Les deux dernieres expre:3sions,replen-
tent le carre des pulsationsproprw; de
la surface portante, en &tat de vibra-
tion de flexion ou de torsion.

Avec ces notations,les equations
differentiellesde mouvementseront :

.. 2 .
=d'h

,2 /77

••

2
* 	 + cx =

=
2 bttineic</(4.‹h

= o

La conditionde compatibilitédu
système sera

/il
Ahh.1 "csc

" 6;! e)(/ "ft' )

 (

..5 40<h*Bah

 la

bp 6;„

En notant

P =
(6') )2

le système pourra s'écrire

44h h
//7"7

f -pZi T.

4h. - Bh.ja<

e

,40ch

45,3tio,

En observant que les variables h
et b.(dolvent être fonctionsperiodiques
de ceLte ;Arnepulsation u0 , les deux
equaions ci-dessusdeviendront:

0 equation de coefficientscomplexesd'ou
resulterala vitesse critique de flotte-
meat vc et la pulsation GO .

On observe que la vitesse cri;ique
de flottementdepend des facteursAmo5
et 4x , des facLe!Irs4M)Ahm, 404/7 et

4... qui tiennentcompte de l'effet de la
portance, ainsi que des facteursZhe,etELh
qui tiennene compte de l'effet de la resis-
tancel'avancement.

et on introduiracomme variable :
ô'iltat,sdes calculs

,, 


Z = (141)- 
 Pour etudier l'effet quantitatif in-
troduit par la resistancea l'avancement
sur la vitesse critiquede flottement,on
consider-eraquelquescas concrets.

Pour simplifier,on supose une sur-

6,

/77

Four la resolutionde ce systeme
lineaireet homw;ane,on admettra

gh = c9".,= g-
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face portante de la forme d'une section
transversaleet de masse constantele
long de l'envergure.

On considereracomme modes de defor-
mation :

de sorte que

Both =oc

F sin

.17yc-os
2

gy
2

(q)J 077(0 =
dy

La valeur des intégralesci-dessus
sera

Dans ces conditions,les intégrales
qui interviennent,ont les expressions
suivantes :

i'llige4=f/n-cass---Vdy=
= 0,22676 z°


f'i
t(y)Myy cos—...se7—dy=

11 1Y./ —17/21 210

= = 43/83/

f 2 f
7 py:r..vh? = 05

'0

Les expressionsintégralesqui ti-
ennent compte de l'effetde la resistance
l'avancement,permettentcertainessim-

plifications,compte tenu des conditions
A la limite. On observeainsi que

f ay2y z

1-(y)./ daY) dy
Jo ay dy

ti0


=1 f Y)5/2/127715"11 !I C11.9=

277g 2 2 2


=
2

et les termes qui envisagentl'effet de la
resistancea lravancementauront l'expres-
sion

co r )2 /3 to
B =4 = '12333-4.1,(Zd

°

Pour le cas considéré,les termes
4/54) gh. 4,.4 et Apo,s'écriront

4,4,4= 22676 Zh 62 f

4hoc = VON 7,a) Lh 3e1

/th = 43/83//t4 - # /hi 63

14"= a5//10,-(-'61)(4,1" '14)*

7,-#7,a)2 L4/64/

et les equationsde mouvementdeviendront
par suite

c7A/zF(Y)./  dir(y)

=-
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0,22676rn Zh - p

71-43/83P7/20<-(114- a)Lh


a23354m (4--)2 cx=0
2ff 2.#

0,3183i /-Nh *czAhp

(2v-)21A*a23.354- 1 6

# a  (1247./... Z./ cg, 0
2 I

c'est-à-dire

iN22676/10-21(Fa%77‘/6.6° Z14 74

41574-Q303/mg.- e)-21. (ki) (ft 76

2 -i-ct)ii-2eyi-ar*16)1}

23354 /71 -25-f"(L) )2 =

7‘43/eWieV - 6421.6Vi-k -10

7,023354z--/)(7 (; )2} 7`

#1/#4'5fil-I1L)-61*aiRI)-

(-21-fratA-2/akrt16.).11 = 0

On observe de ces equations que
l'effet de la resistanceN l'avancement
augmente en memo temps que le terme v-M060
On peut observeraussi que le terme qui
contient l'effet de la resistance a l'n-
vancement de la premiere equation,peut
etre negligé par rapport A celui qui con-
tient l'effet de la portance, qui, lui
aussi est proportionnelavec le carre du
terme v./64.). Par contre, dans la seconde
equation, le terme qui contient l'effet
de la resistanceest le seul terme - parmi
ceux proportionnels h - qui soit pro-




portionnelau carre de v./640 •
L'effet de ce terme sera augmente

également si les distancesentre le cen-
tre de gravité et le centre élastique Ca-
racteriséspar S et les distances entre
le centre elastiqueet celui de la pressi-
on, caractériséespar 4-i-a deviennentpe-
tites ou tendent a zero.

Si la pulsation c diminue et tend
a zero, la vitesse critiquetend vers la
vitesse critiquede divergence.Pour cette
dernière, on a montre que l'effet de

la resistencea l'avancementest important,
le terme qui tien compte de l'effet etant
proportionnelau raport -e

(

-L* ex)2
Dans le cas du flottement,on peut

egalement observer que l'effet de la re-
sistence A l'avancementdevient grand en
même tempe que l'augmentationde l'allon-
gement de la surface portante.

En meme temps que l'augmentationde
cet allongement,la valeur du rapport ft
qui, a son tour, est proportionnel
diminue en considerantsans doute des do-
des de même ordre tant pour la flexion que
pour la torsion.

Envisageonsquelquesexemples ; afin
de pouvoir apprecierquantitativementl'ef-
fet de la resistancea l'avancement.

On considereraen premier lieu le cas
oa .5zo ,j1-cL.0 et p .

Dans ce cas, le systeme d'équations
de mouvement devient

{40,22676 /77/j- -72i–f(4-#za)-pzR

1-430.5fin72/-171,.-Pcti6)-h(PHS).fr=0

(113/431Z* 423354 —2C;—1(/2)

j.‘")-Z.10.<=o
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Pour simplifier,on a utilise la no—
tation

A'
De la conditionde compatibilicéde

ce systhème,on peut écrire

Z = I 0,1e375/71 +
eic

F- -0/t42267(1(/*-"111670

I-P-4'1267dri?(1*2,41./ 2f/e2267e57i
272

x 0,303/(a /5.9/57-425354 CD ) /172
2)7 Ki/

274,<

En nee;lioeantl'effet de frottement,
la conditionde la limitede stabilite
sera

3.77{zj =0=4 (1- /*
1.K 2K

*17636620/59/.1-7,4'23,3544-4. x

422178m– —1'77 iffix
k 2 k

26" yo21 26-

X'

2 2
2C

/W2676'41 ili:2267lim—./

2r26* 1(42/414.22/78,7 7 7 74.p-frimmorx,-

-fr
,47 2 2

/;?  ̀V2C78/70‘.fy0226 

78/?7

x4.3163/0/59/5423,35 i) m2 i
a 1(21to,

condition d'o l'on obtient soit la valeur
de A' pour un Cp donne, soiL la vuleur
necessairepour CD pour un K donne. En
introduisantles valeurs ainsi obtenues
dans l'expressionde Z , celle—ci se col—
culera aisementet in vitesse critique de
flot,tement te:r, s'ecrira :

=
l/ z

6 W.,

Dans les conditionsdonnées,pour
une valeurde ot et de 4O,l'expression
de I nous montreracombien stable ou
non stable est le systbme.on tenant comp—
te de l'expressionde / , on obtiendra

R 


I LfZJ
Si ce terme sera positif, so valeur indiqu—
era jusqu'Nquellevaleurdes frottements
interieursle systemedomeureranon stable.
ais, si ce terme sera nej,atif,le systme
reste stable et la valeur de ce terme nous
donnerame indicationdu dei-;réde stabi—

8



Comme exemple pratiqueen considère

szo; az.-45; ''-i = g2; p

et on prend pour /6,67
A'


et

t70 = 0,00371.9
21/

de sorte que les vitessescritiques de
flottement qui correspondront,seront :

CD
pour

pour

r =666/7 bee&,

r =6' 042 bwo<

217=4649749

21

et7 =MD . Les résultateobtenus de
la maniere indiquée,sont donnes dans les
tableau 1, ainsi que dans les diagrammes
de la figure 1.

8_

a4




1/k g20




=gel

0 4 pal7/76




ii.eott7




-IN.

2 4
.

j 417172r.

c

V= '001

8 AQco2

CUZ

-0

. 52 raoff . 14 =16,67




-12

- `4 .00125

ji 4 025




-S
cg. 0
a-






-22 Si" 0




176lhac

Pour les valeurs données , les
vitesses critiques de flottements'ob-
tiennentpour

Du calcul ci-dessus,on remarque la
Grande sensibilitépour la situationde
stabilité ainsi que pour la valeur des
vitesses critiquesde flottementa la re-
sistance 5 l'avancement.

roBLE41/

„5-0;cr.-v- ;A7.41;1.,,(=42 ;p = 0

/4




W 2
CD/ 2.Y7

07 vow z 0339 (/-447.574i )




0,0025 2,8739(1-1,0532i)




g0050 3,9301 (1-g5A6 e)




40/00 48661(1- a2.931.)




0,0/17 7:6/0

4o 400000 48828 (/-2,1606i )




0,00125 40o05 (/ - geed/ i )




0,00250 4,2050(1- 0,3/58 i)




0,0037/78 5,3326




goosoo 4543 (1* o,2170I. )




0,0/000 A;/433 ((f.46/67i)

Pour le calcul des vitesses criti-
ques de flottementdans le cas l'existan-
ce des couplaGesmassiqueset aerodyna-
miques, le calcul se fera en partant aussi
du systeme d'équationde mouvement.En
prenant, par exemple

5 = go/ ; a = -5 ; .72

et 1,;(=q2, en considérant PA'49 les re-
sultats obtenus sont donnés dans le ta-
bleau 2 et la diagrammede la figure 2,

2)7
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et pour le même cas oh l'on considère gure 3.
p re4/ , le resultatssont donnés dans Pour ce derniercas, en considérant

mattcola 2

-0,2

-al




0,01




0,CO25
0050,




8

C
at 211-




10 II eq!




0,2





F/Gadac 2

02





0,01

al




Os /2,5






o,aps

a

41,





Cp
0or

001

s 2

•
C4<
(4,2

-42

//,<-s 10
qaas




- 43




:Mr

0,002S

Co
0




FIGURE 3

s•4491;cr-44,5; m=v; 4-42; p - 0

//k




CD/21 a C4)2

/6,67 g0000 238i (/- 004771)




40025 3,3329 0 - 000/4. Ij




40050 9,34,06(1 .0-g0674i )




g0/00 11,2613 ( I 1.o/644 1)

1:48ZE44/ 3

.5=a0/; a= 045, m=41; 1.,= 42; p=0,I

/4 CD/27




z=(/*19) col

10 00000 3,9560 (I - a 25.94 i)




00025 4,1177(1 - o2/0/ i )




oo050 42909(1- 0/610 l )




4000 4;5504 0-6:0703( I

12,5 0,0000 C077 ( / - ge2566 e)




0,002s 4,.844 ( /7, 0225 I' )




a0050 .510274 ( f * 00949 i )




q0/00 5:3374(0-a22M (.)

TA5tEAU

CD/21 v-te

00025 5,6/15 bevc<

0,0050 5,3063 bevc<

40100 4,85'86 ba),‹

le tableau 3 et les diagrammesde la fi— une interpolationlinéaire,les vitesses

lo



critiquesde flottement,en fonction de
la resistancea l'avancement,sont donnes
dans le tableau4.

Pour conclure,on observe,tout par-
ticuliérementpour de Grandesvaleurs du
rapport ribcv que l'effetde la re-




sistanceA l'avancementsur la vitesse
critiquede flottement,est loin d'être
néglieable, même pour de petites valeurs
du coefficient CD 
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